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CHASLES,  membre  de  l'Institut  de  France.  —  Rapport  sur  les 
PROGRÈS  DE  LA  GÉOMÉTRIE  (*) ,  puLlication  faite  SOUS  Ics  auspices 
du  Ministère  de  l'Instruction  publique.  Paris,  Imprimerie  nalio- 
nale^  1870.  — Gr.  in-8**,  38i  pages.  Prix  :  i5  fr. 

Nous  avons  aujourd'hui  la  bonne  fortune  de  signaler  à  nos  lecteurs 
un  nouveau  livre,  un  ouvrage  très-important  de  M.  Chasles.  On  se 
souvient  qu'à  l'époque  de  la  dernière  exposition  universelle,  M.  le 
ministre  de  l'Instruction  publique  avait  demandé  aux  savants  les  plus 
autorisés  un  Rapport  d'ensemble  sur  les  progrès  qu'avait  faits,  en 
France,  la  branche  dont  ils  s'occupaient  plus  spécialement.  C'était, 
en  vérité,  une  heureuse  idée,  puisqu'elle  nous  a  valu  plusieurs  tra- 
vaux très-iutéressants  et,  en  dernier  lieu,  l'ouvrage  dont  nous  ve- 
nons de  transcrire  le  titre  et  dont  il  suffit  évidemment  d'annoncer  la 
publication  à  nos  lecteurs.  Nous  nous  contenterons  de  dire  que  le 
Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie  peut  être  considéré  comme  une 
suite  précieuse  de  V Aperçu  historique.  Les  travaux  des  géomètres 
français  y  sont  analysés  avec  la  clarté  et  la  hauteur  de  vues  qui  ap- 
partiennent à  M.  Chasles.  On  voit  d'ailleurs  que  l'illustre  géomètre 
n'a  négligé  aucune  occasion  de  citer  les  travaux  des  savants  étrangers, 


('  )  Ce  Rapport  fait  partie  du  Recueil  de  Rapports  sur  l'état  des  Lettres  et  tes  progrès 
des  Sciences  en  France. 
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toutes  les  fois  qu'ils  se  rapportent  au  sujet  dont  il  a  à  s'occuper.  Par 
sa  nature  même,  la  nouvelle  œuvre  de  M,  Chasles  nous  sera  très- 
utile  ^  nous  aurons  l'occasion  de  lui  faire  de  fréquents  emprunts  et 
d'indiquer  bien  des  questions  historiques  dont  M.  Cliasles  nous  a 
donné  la  solution.  G.  D. 


PONCELET  (J,-V.).  —  ÎNTnonrcTioN  a  la  Mécanique  indus- 
trielle, PHYSIQUE  ET  EXPÉRIMENTALE*,  3^  édition,  publiée  par 
M.  Krefz,  ingénieur  en  clief  des  Manufactures  de  l'Etat.  Paris, 
Gauthier- Villars  ;  1870.  —  în-8°,  avec  3  planches  sur  cuivre,  xiii- 
y55  pages.  Prix  :  i!a  fr. 

La  première  édition  de  V Introduction  à  la  Mécanique  industrielle 
(1829),  formant  un  petit  in-8**,  n'était  guère,  en  substance,  que  la 
reproduction  des  leçons  professées  aux  ouvriers  par  l'auteur,  à  l'Hôtel 
de  ville  de  Metz.  Des  considérations  physiques  et  philosophiques  d'une 
grande  netteté,  des  méthodes  géométriques  originales  et  assez  sim- 
ples pour  faire  connaître  les  principes  fondamentaux  de  la  Mécanique 
à  des  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques,  l'heureuse  dé- 
finition du  travail,  tel  est,  à  peu  près,  le  contenu  de  cette  édition  qui 
n'eut  pas,  au  delà  de  Metz,  un  grand  retentissement. 

11  n'en  fut  pas  de  même  de  la  seconde,  et,  quoique  bien  jeune  alors, 
\e  me  rappelle  la  sensation  que  son  apparition  produisit  chez  les  pro- 
fesseurs et  les  ingénieurs. 

L'élégance  et  la  simplicité  des  démonstrations,  appuyées  par  des 
exemples  habilement  choisis  parmi  les  faits  les  plus  connus  de  tous, 
la  clarté  des  développements  relatifs  à  la  nature  du  travail,  à  sa  trans- 
formation en  force  vive,  la  profondeur  des  considérations  sur  la  con- 
stitution intime  des  corps,  sur  le  mode  d'action  des  forces,  le  soin  mi- 
nutieux avec  lequel  ont  été  rapportées  les  données  expérimentales, 
ont  fait  de  ce  livre  un  modèle  qui  souvent  a  été  imité,  sans  avoir  été 
jamais  égalé.  Aujourd'hui  encore,  soit  qu'on  relise  les  cours  pro- 
fessés dans  nos  grandes  écoles,  soit  que  l'on  parcoure  les  traités  les 
plus  élémentaires,  on  rencontre  partout  des  emprunts  à  l'ouvrage  du 
maître;  Il  a  été  l'une  des  causes  les  plus  puissantes  de  la  vulgarisa- 
tion des  notions  exactes  de  la  Mécanique  industrielle  et  des  progrès 
de  la  Mécanique  appliquée.  D'un  autre  côté,  les  Tables  des  coeiFicients 
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de  dilatation,  des  densités,  des  résistances  ou  de  l'élasticité  des  ma- 
tériaux, du  frottement  dans  ses  diverses  conditions,  du  travail  des 
moteurs  animés,  de  l'effet  utile  des  machines  motrices,  de  la  résis- 
tance des  milieux,  etc.,  présentent  un  ensemble  de  documents  qui 
ont  été  le  point  de  départ,  et,  le  plus  souvent,  la  source  principale  de 
tous  les  recueils  de  données  pratiques,  des  aide-mémoire  qui  se  trou- 
vent entre  les  mains  des  praticiens. 

Cette  deuxième  édition  disparut  rapidement,  et  les  bibliothèques 
de  toute  une  génération  d'hommes  spéciaux  furent  privées  de  ce  pré- 
cieux ouvrage. 

Enfin,  une  troisième  édition,  annotée  par  M.  Kretz,  vient  de  pa- 
raître à  la  librairie  de  M.  Gauthier- Villars,  Il  serait  trop  long  d'ana- 
lyser les  nombreux  documents  que  renferme  ce  volxune,  et  je  ne 
m'occuperai  que  des  annotations  par  lesquelles  M.  Kretz  a  mis  l'ou- 
vrage au  niveau  des  connaissances  acquises,  jusqu'à  ce  jour,  dans  les 
branches  de  la  Physique  qui  se  rattachent  à  la  Mécanique  industrielle. 

Les  Tables  de  la  deuxième  édition,  donnant  les  poids  spécifiques 
des  corps  solides,  ont  été  étendues  de  manière  à  comprendre  les  chif- 
fres se  rapportant  aux  substances  qui  sont  le  plus  employées  dans  la 
pratique  ;  les  chilFres  relatifs  aux  poids  spécifiques  des  gaz  ont  été 
remplacés  par  ceux  qui  résultent  des  expériences  de  M.  Regnault. 

M.  Kretz  a  dû  accompagner  l'article  intitulé  :  «  Toute  production 
de  travail  s]i])pose  une  consommation  »  d'une  Note  dans  laquelle  il 
fait  un  résumé  très-précis  et  très-clair  de  la  théorie  mécanique  de  la 
chaleur,  qui  est  l'une  des  branches  les  plus  récentes  des  sciences  phy- 
sico-mathématiques . 

Tout  ce  qui  est  relatif  à  la  communication  du  mouvement  par  les 
forces  et  à  la  transformation  de  travail  en  force  vive,  l'une  des  plus 
belles  créations  de  Poucelet,  n'a  pas  eu  à  subir  d'additions. 

Dans  le  chapitre  consacré  aux  chocs,  et  au  sujet  des  applications 
au  tir  des  armes  à  feu,  ]M.  Kretz  mentionne  les  travaux  de  Piobert  sur 
l'inflammation  de  la  poudi'c,  les  résultats  des  recherches  de  Navez  et 
de  Duchemin  sur  les  vitesses  initiales,  et  enfin  la  formule  récente  de 
M.  Sarrau  pour  représenter  ces  vitesses. 

Dans  la  détente  d'un  gaz,  Poucelet  admettait  la  loi  de  Mariotte. 
M.  Kretz  rappelle  à  ce  sujet  la  loi  déduite  de  la  Thermodynamique 
qui  doit  être  substituée  à  la  précédente,  lorsque  le  iluide  n'éprouve 
ni  perte  ni  gain  de  chaleur.  11  appelle  l'attenlion  sur  une  Note  qui 
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prouve  que,  dès  i83o,  Poncelet  se  préoccu2)ait  de  la  corrélation  qui 
existe  entre  la  chaleur  et  la  quantité  de  travail  qu'elle  peut  produire. 

La  belle  méthode  de  quadrature  par  approximation  de  Poncelet, 
telle  qu'il  l'a  donnée  dans  ses  leçons  à  la  Sorbonne,  et  la  modification 
qu'y  a  apportée  M.  Parmentier,  ont  été  ajoutées  au  texte,  à  la  suite 
de  la  démonstration  géométrique  de  la  formule  de  Simpson. 

L'article  intitulé  :  «  Du  travail  produit  par  l'action  mécanique  de 
la  vapeur  d'eau  »  est  accompagné  de  Notes  très-intéressantes  sur 
l'application  de  la  Thermodynamique  à  la  théorie  des  machines  à  va- 
peur, sur  les  macliines  considérées  en  elles-mêmes,  et  enfin  sur  les 
résultats  des  expériences  les  plus  récentes  dont  elles  ont  été  l'objet. 

Le  chapitre  relatif  au  travail  développé  par  les  moteurs  animés  n'a 
reçu,  et  n'avait  à  recevoir  aucune  annotation.  Toutes  les  idées  émises 
à  ce  sujet  par  Poncelet  sont  devenues  classiques. 

Le  chapitre  consacré  à  la  résistance  des  matériaux  a  été  l'objet  de 
plusieurs  A  otes  relatives  aux  résultats  des  expériences  sur  l'élasticité 
et  la  résistance  à  la  rupture  des  métaux  (Wcrtheim),  des  bois 
(MM.  Chevandier  et  Wertheim),  de  la  fonte  et  du  fer  (M.  Hodgkin- 
son),  des  tôles  (M.  Fairbairn),  des  courroies  en  cuir  (M.  Kretz).  Les 
expériences  de  M.  Kirchhoirsur  l'acier  fondu  et  de  M.  Cornu  sur  le 
cristal  sont  également  indiquées  dans  les  Notes.  Ce  chapitre,  l'un  des 
plus  beaux  de  l'ouvrage,  est  relatif  à  la  traction  et  à  la  compression 
longitudinale  des  prismes,  aux  vibrations  résultant  de  la  mise  en 
charge,  à  lai  force  vive  élastique,  etc. 

Dans  le  dernier  chapitre,  M.  Kretz  fait  connaître  les  résultats  aux- 
quels sont  arrivés  M.  Hirn  sur  l'influence  des  enduits  dans  le  frotte- 
ment de  glissement,  et  Dupuit  dans  le  frottement  de  roulement;  il 
fait  connaître  un  procédé  pratique  très-simple  pour  apprécier  le  frot- 
tement dans  les  tourillons,  et  la  valeur  relative  des  divers  enduits; 
il  mentionne  les  i-echerchcs  de  Darcy  sur  le  mouvement  de  l'eau  dans 
les  tuyaux,  de  M^I.  de  Saint-Venant  et  Wantzcl  et  de  M.  Pecquœur 
sur  l'écoulement  des  gaz;  les  formules  de  M.  Didion,  de  M.  Hélie, 
de  la  Commission  du  tir  (iSoô-iSSy),  de  M.  Boulangé  sur  la  résis- 
tance de  l'air,  et  dit  quelques  mots  des  recherches  de  MM.  Magnus, 
Rutzky,  IMayewski. 

L'essai  sur  une  Théorie  de  la  résistance  des  fluides  indéfinis,  qui  ter- 
mine l'ouvrage,  a  été  reproduit  tel  qu'il  se  trouvait  dans  la  seconde 
édition. 
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En  résumé,  les  idées  philosophiques,  si  justes  et  si  profondes, 
émises  par  l'auteur,  les  questions  importantes  traitées  par  lui,  les 
documents  si  nombreux  qui  sont  empruntés  à  l'expérience,  rendent 
l'ouvrage  de  Poncelet,  annoté  par  M.  Kretz,  indispensable  aux  in- 
génieurs et  aux  professeurs  de  Mécanique  pure  et  appliquée. 

H.  Resal. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

SIMON  (Ch.),  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand.  —  Mémoire  su u 

LA  ROT.4TION  DE  LA  LuNE  ET  SUR  LA  LIBRATION    RÉELLE   EN    LATITUDE 

{Annales  de  l'École  normale,  t.  III,  p.  253).  — Mémoire  sur  la 
ROTATION  DE  LA  LuNE  {Annales  de  l'École  normale,  t.  VI,  p.  6g). 

premier   mémoire. 

Le  phénomène  de  la  rotation  de  la  Lune  consiste  essentiellement 
en  ce  que  l'axe  instantané  de  rotation  reste  toujours  compris  dans 
l'un  des  plans  principaux  du  sphéroïde  lunaire  :  c'est  un  cas  singidier 
de  la  tliéone  générale  de  la  rotation  des  corps,  qui  se  trouve  réalisé 
dans  la  nature. 

Soient  OXi,  OYi,  OZ,  les  axes  principaux  du  sphéroïde  lunaire; 
OXj  étant  l'axe  du  plus  petit  moment  d'inertie,  qui  se  dirige  vers  la 
Terre;  OZj  étant  l'axe  du  plus  grand  moment  d'inertie,  ou  l'axe  de 
l'équateur  géométrique,  et  OYi  l'axe  moyen.  L'axe  instantané  de  ro- 
tation oscille,  de  part  et  d'autre  de  OZj,  dans  le  plan  Z^Yj;  naais 
cette  oscillation  se  décompose  en  deux  autres,  dont  la  première  joue 
le  rôle  de  variation  séculaire,  par  rapport  à  la  seconde. 

La  première  a  pour  argument  la  distance  moyenne  du  périgée  lu- 
naire au  nœud  ascendant  de  l'orbite,  pour  demi-amplitude  94",  1 5, 
et  pour  période  2 191  jours. 

La  seconde  a  pour  argument  la  dislance  moyenne  de  la  Lune  au 
nœud  ascendant  de  son  orbite,  pour  demi-amplitudje  4^",  8,  et  pour 
période  27-',  218. 

De  sorte  que,  si  l'on  appelle  E  et  (f  ces  deux  ai^guments,  et  si  l'on 
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représente  par  OU  l'axe  instantané  de  rotation,  on  a 

angle  Z.OU  =  -  (94",i5)cosE  -  (42",8)cos9. 

Il  résulte  de  là  les  conséquences  suivantes  : 

Prenons  pour  centre  de  la  splière  céleste  le  centre  de  gravité  O  de 
la  Lune  ;  soit  Z  le  pôle  boréal  de  l'écliptique^  soit  A  =  i''28'45"  l'in- 
clinaison moyenne  de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique-,  posons, 
pour  abréger,  2^  =  4'^"'»^')  et  deZ,  comme  pôle,  décrivons  un  cercle 

avec  la  distance  polaire  h-\ Le  pôle  instantané  U  décrira  sur  la 

sphère  céleste  une  suite  de  cycloïdes  ayant  pour  bases  des  arcs 

FG  =  GH  =  HK  =  . , .  =  ttÇ, 

que  l'on  peut  regarder  comme  rectilignes -,  et,  par  conséquent,  l'axe 
instantané  OU  décrira  un  cône  ayant  pour  directrice  cette  suite  de 
cycloïdes.  (L'inclinaison  moyenne  de  l'équateur  apparent  n'est  pas  fe, 
mais  h-h^.) 


ZF: 


3c 


h  =i°28'/j5"  est  l'inclinaison  moyenne  de  l'équateur  géométrique  sur  l'écliptique; 

^' -t- Ç  =  i°28'/|5"-t- 2i",4    est  l'inclinaison   moyenne    de   l'équateur  apparent  ou 
instantané; 

Ç  est  le  diamètre  du  cercle  générateur  de  l'épicycloïdc. 
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Pour  nous  rendre  compte  de  la  manière  dont  le  mouvement  s'ac- 
complit, imaginons  d'abord  que,  pendant  la  moitié  de  la  période  da 
27^,218,  l'argument  E  reste  constant  :  l'axe  OU  décrira,  pendant  ce 
temps,  dans  le  plan  mobile  Zi  Yj,  un  secteur  VOW,  correspondant  à 
un  arc  VW  =  4C*  ^"  produira  le  mouvement  qui  a  lieu  pendant  ce 
temps,  en  faisant  rouler,  sans  glisser,  ce  secteur  plan  sur  le  cône  cy- 
cloïdal  y  le  pôle  instantané  U  sera  le  point  de  contact  de  l'arc  V W  et 
de  la  base  du  cône. 

Mais  l'argument  E  varie  d'une  manière  continue.  On  aura  égard  à 
cette  variation  en  faisant  rouler  et  glisser  en  même  temps  le  secteur 
plan  VOW  sur  le  cône  cycloïdal.  La  vitesse  angulaire  du  glissement 
est  facile  à  calculer. 

M.  Simon  montre  dans  son  Mémoire  que  les  anciennes  observa- 
tions de  la  libration  sont  tout  à  fait  insuffisantes  pour  vérifier  cette 
théorie,  et  indique  les  observations  qu'il  faudrait  faire.  Elles  sont  dif- 
ficiles, mais  nous  ne  les  croyons  pas  impossibles. 

DEUXIÈME  MÉMOIRE. 

Il  résulte  du  premier  Mémoire  que,  si  l'on  appelle  A,  B,  C  les  mo- 
ments d'inertie  du  sphéroïde  lunaire,  par  rapport  aux  axes  princi- 
paux 0X1,  OYt,  OZj-, 

n  le  moyen  mouvement  de  révolution  ou  de  rotation  5 

y  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  l'écliptique  ; 

Q  l'inclinaison  de  l'équatcur  lunaire  sur  l'écliptique  ; 

û)  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite, 
on  a  du  avoir  à  l'origine  du  mouvement  (plus  exactement,  au  moment 
où  la  coïncidence  des  nœuds  de  l'orbite  et  de  l'équateur  s'est  établie) 
la  relation 


do) 3      C  —  \ 


H) 


sinon  rigoureusement,  du  moins  à  très-peu  près.  Car,  si  cette  con- 
dition n'eût  pas  été  remplie,  le  nœud  ascendant  de  l'équateur  oscille- 
rait de  part  et  d'autre  du  nœud  descendant  de  l'orbite,  dans  une  pé- 
riode de  8740  jours  environ^  mais  cette  oscillation  est  nulle  ou 
insensible. 

D'un  autre  côté,  on  sait  depuis  longtemps  que,  si  les  deux  moyens 
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mouvements  de  révolution  et  de  rotation  n'eussent  pas  été  égaux  à 
l'origine  (rigoureusement  ou  à  très-peu  près),  il  y  aurait  dans  la  li- 
bration  en  longitude  une  inégalité  dont  la  période  serait  de  665  jours 
environ.  Cette  inégalité,  comme  la  précédente,  est  nulle  ou  insen- 
sible. 

Voilà  donc  deux  relations  qui  se  rapportent  à  l'état  initial  et  qui 
doivent  être  satisfaites  dans  toute  hypothèse  qu'on  voudra  imaginer. 
Il  paraît  naturel  d'examiner  si  elles  sont  ou  non  satisfaites  dans  l'hy- 
pothèse de  Laplace,. 

La  condition  relative  à  l'égalité  des  moyens  mouvements  de  révo- 
lution et  de  rotation  ne  présente  pas  de  difficulté  ;  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  de  l'équation  (i). 

M.  Simon  a  été  conduit  à  discuter  avec  rigueur  (ce  qui  n'avait  ja- 
mais été  fait)  la  principale  objection  qu'on  a  élevée  contre  l'hypothèse 
de  Laplace,  à  savoir  la  grande  inclinaison  des  équateurs  des  planètes 
sur  le  plan  du  maxim.um  des  aires.  Après  avoir  levé  cette  objection, 
il  montre  que  les  conditions  initiales  précédemment  énoncées  sont 
des  conséquences  naturelles  de  l'hypothèse,  en  ayant  égard,  bien  en- 
tendu, à  tous  les  faits  observés  et  aux  lois  de  la  Mécanique.  ]Mais  la 
démonstration  ne  parait  guère  susceptible  d'être  analysée  :  c'est  une 
question  de  calcul,  traitée  d'ailleurs  d'une  manière  qui  ne  laisse  prise 
à  aucune  objection. 

C'est  surtout  à  cause  de  cette  dernière  partie  que  nous  avons  jugé 
utile  de  revenir  sur  les  Mémoires  importants  de  M,  Ch.  Simon.  Ces 
travaux  nous  paraissent  réellement  intéressants  :  l'hypothèse  de  La- 
place (*)  n'a  jamais  été  examinée  d'une  manière  aussi  rigoureuse.  L'é- 
tude qui  précède,  indépendamment  des  résultats  importants  pour  la 
théorie  de  la  Lune,  nous  parait  une  des  plus  sérieuses  qui  aient  été 
publiées  sur  cette  hypothèse,  qui  a  tenu  jusqu'ici  plus  de  place  dans 
les  rêveries  des  philosophes  que  dans  les  études  des  savants. 

G.  D. 


(')  Le  premier  auteur  de  cette  hypothèse  est,  en  réalité,  le  philosophe  Kant,  qui  était, 
comme  on  sait,  trés-versc  dans  les  Mathématiques. 
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TIDSSKRIFT  for  Mathematik,  udgivet  af  H.-G.  Zeuthen.  Tredie 
Rœkke(^). 

T.  I,  1871,  noM-4. 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Sur  le  principe  de  dualité,  (i  i  p) 
Dans  ce  premier  article,  l'auteur  traite  de  la  dualité  dans  les  pro- 
priétés descriptives  des  figures. 

Oppermann  (L.).  —  Sur  les  quadratures.  (16  p.) 
L'auteur  expose,  avec  des  modifications  qui  lui  sont  propres,  la 
méthode  de  Gauss  pour  le  calcul  des  intégrales  définies. 

Tychsen  (C.).  —  Une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre 
à  coefficients  variables. 
Intégration  de  l'équation 

r"  +  -  r'  +  [«  +  -^ '-^ '■]}■ = o. 

dans  le  cas  de  n  entier  et  positif. 

Mylord  (H.).  —  Application  des  coordonnées  elliptiques  à  la  déter- 
mination du  système  des  trajectoires  ohliquangles  pour  certains  systèmes 
de  courbes  et  de  surfaces.  (17  p.) 

L'auteur  applique  sa  méthode  aux  systèmes  suivants  :  coniques 
confocales  ;  lignes  de  courbui  es  d'une  surface  de  second  degré  ^  sur- 
faces confocales  du  second  degré. 

Steen  (Ad.).  —  Noie  sur  les  surfaces  de  révolution.  (3  p.). 

Si  l'on  considère  une  surface  de  révolution  comme  engendrée  par 
une  sphère  mobile,  dont  le  rayon  est  l'ordonnée  par  rapport  à  l'axe 
de  révolution  d'une  certaine  courbe  directrice,  les  positions  succes- 
sives de  la  sphère  ne  se  coupent  pas  toujours,  et  le  point  de  ren- 
contre de  la  directrice  avec  l'axe  ne  se  trouve  pas  toujours  sur  la 
courbe  méridienne. 

LoRENz  (L.).  —  Sur  un  problème  du  jeu  de  cartes. 


(')  Journal  de  Mathématiques,  publié  par  H.-G.  Zeuthen,  3^  série.  Copenhague,  chez 
E.  Jespersen,  successeur  de  0.  Schwartz.  (Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  179  et  36q.) 
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Zeuthen  (H. -G.).  —  Rectification  d'une  remarque  de  Jacobi. 

Il  s'agit  d'une  assertion  relative  au  mouvement  d'un  point  sur  une 
surface  de  révolution  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
sautour  de  son  axe  («  De  motu  puncti  singulari  »  ;  Journal  de  Crelle, 
t.  24,  p.  i8).  Jacobi  dit,  à  tort,  qu'il  suffit,  pour  tenir  compte  du 
mouvement  de  la  surface,  d'ajouter  à  la  composante  de  la  force  mo- 
trice perpendicvdaire  à  l'axe,  la  force  centrifuge,  proportionnelle  à 
la  distance  du  point  à  l'axe. 

Mylord  (H.).  -^  Bélenninalion   du  système   des  trajectoires  obli- 
quangles pour  cerlains  systèmes  de  courbes  et  de  surfaces.  (5  p.) 
Suite  d'un  article  précédent. 

Tychsen  (C).  —  Sur  une  intégrale  multiple j  qui  se  rencontre  dans 
la  méthode  des  moindres  carrés.  (3p.) 

Petebsen  (J.).  —  Sur  un  problème  du  jeu  de  cartes.  {i  p.) 

Petersen  (J.).  —  Sur  l'équation  indéterminée  x^-hcy^  =  X. 
(lop.) 

MôLLER  (C.-F.-C).  —  Quelques  remarques  sur  renseignement  de  la 
stéréométrie  élémentaire.  (3p.) 

Steen  (Ad.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de  Simp- 
son. (2  p.) 

Oppermann  (L.).  —  Augustus  de  Morgan.  (2  p.) 

Notice  sur  ce  géomètre  philosophe,  né  le  27  janvier  1806,  à  Ma- 
dura  (Inde),  mort  le  18  mars  1871,  à  Camden-town  (faubourg  de 
Londres). 

LoRENz  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  nombres.  (18  p.) 
Recherches  sur  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 
m^  -f-  cn^  =  N,  c  et  N  étant  des  entiers  donnés,  m  et  n  des  entiers 
inconnus. 

L'auteur  cherche  à  déterminer,  par  une  voie  purement  analy- 
tique, le  noudjr(!  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

m' H-  cn^-=^  N, 

pour  certaines  valeurs  données  de  c,  savoir,  c  ==  i ,  2,  3,  4-  U  exprime 
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d'abord  la  série 

au  moyen  du  produit  infini  connu 

I 

puis  il  développe  ce  produit  en  une  série  d'une  autre  forme  que  la 
série  primitive.  Il  y  parvient  à  l'aide  de  la  décomposition  de  ce  pro- 
duit infini  sous  forme  de  fractions.  La  fraction 


2  —  X  JL-lyi         I q^''X  H-  Ç'" 

donne,  par  sa  décomposition, 

^  ll/,\  I-4-Ç2A  y  j  2_^       i-^q^x-k-q'        i—q*a;-\-q'      "'j' 

I 

d'où  l'on  déduit,  en  posant  x  =  —  2  eta;=o,  la  solution  du  pro- 
blème pour  les  cas  de  c=  i  et  de  c  =  2 . 

De  la  comparaison  des  séries  ainsi  obtenues,  on  tire  immédiate- 
ment des  propositions  sur  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  in- 
déterminée en  question.  Pour  c  =  3,  l'auteur  a  trouvé  ainsi  la  pro- 
position suivante  : 

«  Quand  mi  nombre  N  renferme  des  facteurs  premiers  p"',  /)"=,. . . 
de  la  forme  3  m  4-  i ,  et  que  les  facteurs  premiers  de  la  forme  3  m  4-  2, 
ne  s'y  trouvent  qu'à  des  puissances  paires,  le  nombre  des  solutions 
de  l'équation 

m'-i-  3/i'=:N 

sera  déterminé  par  la  formule 

Pj,  =  2(a,4-i)(a,-4-  i)..., 
si  N  est  un  nombre  impair,  et  par  la  formule 

si  N  est  pair.  Si  au  contraire  il  entre  dans  N  un  facteur  de  la  forme 

HulL  des  Sciences  mathém.  eL  astruii.,  t.  II.  (Janvier  1871.)  2 
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3  m  -h  2  à  une  puissance  impaire,  on  a  alors 

On  déduit  encore  de  là  des  formules  pour  la  sommation  de  diverses 
séries.  Ainsi  la  dernière  proposition  conduit  à  l'équation 


qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  p  pour  lesquelles  le  développe- 
ment est  convergent. 

Le  cas  de  c  =  — i  est  traité  d'une  autre  manière.  On  transforme 
d'abord  la  série 

où  m  prend  toutes  les  valeurs  de  —  oo  à  +  go  ,  et  w  seulement  toutes 
les  valeurs  numériquement  moindres  que  m,  dans  la  suivante 


que  l'on  transforme  à  son  tour  à  l'aide  des  deux  équations 

V*      ,  1-4-  (/".r      V'     q"x" 

y  q'^'x""-' ^— =  >  — ^ r-' 

^  ^  I  —  q''x      £a  I  —  q  X 

I  I 

On  conclut  de  là  la  proposition  suivante  : 

«  Le  nombre  des  solutions  de  l'équation  m^ —  n^  =  N  est  égal  au 
double  du  nombre  des  diviseurs  de  N  ou  de  |N,  suivant  que  N  est 
impair  ou  divisible  par  4-  Si,  au  contraire,  N  est  divisible  seulement 
par  2,  l'équation  n'a  point  de  solution.   » 

De  celte  proposition,  résulte  la  formule  de  sommation 


lyy 


jL^  Â^[^'>'-  ~  n""  p       \i>./'       [\i'       O  y       \         3/'       5/' 


-f-    T-    -f    TT-    -I-  .  .  .    1    -h  1    H-    ;?-  H-  --.  +  . 
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Steen  (Ad.).  —  Sur  la  loi  fondamentale  de  l'extension  et  de  la  com- 
pression des  corps.  (5p.) 

ATTI  Dell' AccADEMiA  Pontificia  de' Nuovi  Lincei  (*). 
T.  XX,  1866-67. 

Catalan  (E.).  —  Note  sur  un  problème  d'Analyse  indéterminée. 
(4  p.;  fr.) 

Trouver  plusieurs  cubes  entiers  consécutifs,  dont  la  somme  soit 
un  carré. 

Secchi  (A.) .  —  Recherches  sur  les  taches  solaires  et  leurs  mouvements. 
(iSp.^it.) 

De  l'ensemble  de  ses  recherches,  combinées  avec  celles  de  Spôrer, 
le  P.  Secchi  conclut,  pour  l'inclinaison  de  l'équateur  solaire,  6°  07', 
et  pour  la  durée  de  la  rotation,  aoJ  5^  37°*. 

Proja  (S.).  —  Sur  la  proposition  de  M.  Màdler  pour  la  réforme  du 
calendrier  russe.  (8  p.  it.) 

Catalan  (E.).  —  Rectification  et  addition  à  la  «  Note  sur  un  pro- 
blème d'Analyse  indéterminée  )>.  (4  p.",  fr-) 

Respighi  (L.).  —  Sur  les  comètes  et  sur  les  étoiles  filantes.  (3  p.;  it.) 

Chelini.  —  Rapport  sur  le  concours  pour  le  prix  Carpi  en  i86a. 
(4p-;it.) 

Le  sujet  du  concours  était  :  «  Exposer  une  méthode  qui  puisse 
servir  à  déterminer  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  a?,  propres  à 
rendre  carré  ou  cube  parfait  le  polynôme 

A  +  B^  +  C^'H-  D^'  +  Ex*, 

A,  B,  C,  D,  E  étant  des  nombres  entiers,  toutes  les  fois  qu'il  existe  de 
pareilles  valeurs,  et  qui,  dans  le  cas  contraire,  fasse  connaitre  l'im- 
possibilité de  la  solution.  »  Le  prix  n'a  pas  été  décerné. 

Richaud  (C).  —  Note  sur  la  solution  de  l'équation 

x^-\-  {ce  -fr  ry-{-{x  -h  2ry-\- . .  .-i-[x  -\-  {n  —  i)rY  =  y^. 

(20  p.5  fr.) 

C)  Publié  chaque  année  en  six  livraisons  in-4°  ;  Rome.  En  italien  et  en  français. 

2. 
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Mainardi  (G.).  —  Remarques  sur  divers  sujets.  (17  p.;  it.) 
Premier  article  :  «  Sur  la  résolution  des  équations  algébriques  au 
moyen  de  fonctions  irrationnelles  w.  —  Ayant  remarqué  que  le  sys- 
tème conjugué  des  puissances  d'une  substitution  cyclique  d'ordre 
composé  est  le  produit  de  systèmes  analogues,  tous  permutables  entre 
eux,  dont  les  ordres  sont  les  facteurs  premiers  de  l'ordre  composé  ^ 
que  cliacun  de  ces  systèmes  arithmétiques  partiels  admet  un  système 
géométrique  permutable  avec  lui  et  décomposablc,  parce  qu'il  est 
d'ordre  composé  ;  considérant  ce  qu'Abel  (' )  a  démontré  sur  la  forme 
des  fonctions  irrationnelles  qui  peuvent  être  racines  d'une  équation 
algébrique  5  l'auteur  a  pensé  que,  lorsque  la  substitution  cyclique 
primitive  se  rapporte  à  toutes  les  racines  d'une  équation  algébrique 
résoluble  par  radicaux,  le  système  complexe  de  substitutions  dont 
il  vient  d'être  question  appartient  exclusivement  à  l'équation  elle- 
même;  en  sorte  que  toute  fonction  algébrique  des  racines,  invariable 
pour  ces  substitutions,  doit  être  symétrique,  et  partant,  exprimable 
au  moyen  des  coefficients.  Effectivement,  cette  conclusion  donne 
immédiatement,  dans  toute  sa  généralité,  une  première  répartition 
des  racines  en  groupes ,  indiquée  par  Galois ,  et  démontrée  par 
Betti  (^);  elle  fournit  la  résolution  des  équations  du  cinquième 
degré  telle  qu'elle  a  été  indiquée  par  Abel  ('),  et  conduit  à  des 
équations  algébriques  de  degré  quelconque,  résolubles  par  radicaux. 

Catalan  (E.).  —  Sur  quelques  questions  relatives  aux  fonctiom 
elliptiques.  (10  p.-,  fr.) 

Démonstration  de  nouveaux  théorèmes  découverts  par  Tortolini, 
et  analogues  à  celui  de  Lcgendre. 

VoLPicELLi  (P.).  — Analyse  et  rectification  de  quelques  idées  et  de 
quelques  expériences  relatives  à  l'électrostatique.  (iSj  p.;  it.) 

Suite  d'un  travail  dont  la  première  partie  a  paru  dans  le  tome  XIX 
des  Atli. 


(')  OEuvre.t,t.  II,  p.  i85. 

(')  Aiinali  di  Matematica,  Rome,  i85a-55. 

(•)   OEittres,  t.  II,  p.  270. 
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ANNALI  DELLE  Univetisita  Toscane.  —  T.  X.  Pisa,  1868  (*). 

Betti  (E.).  —  Sur  la  cUtermination  des  températures  variables  d'un 
cylindre.  (i4  p) 

Ce  travail  contient  une  application  des  résultats  publiés  par  l'au- 
teur dans  les  9Ie7norie  délia  Società  Italiana  délie  Scienze  [y  série, 
t.  I,  deuxième  partie)  où  il  a  donné  une  formule  générale  pour  ex- 
primer les  températures  variables  d'un  corps  solide,  quelles  que 
soient  les  températures  initiales  et  les  conditions  à  la  surface. 
M.  Betti  traite  ici  le  cas  particulier  où  le  corps  a  la  forme  d'un  cy- 
lindre de  révolution,  et  où  les  températures  initiales  sont  symé- 
triques par  rapport  à  l'axe  de  ce  cylindre.  Il  démontre  pour  la  pre- 
mière fois  le  théorème  suivant  : 

«  Si  les  quantités  en  nombre  înfîui  fl'i,  Qi-,  gs-,---  sont  les  infinis 
réels  et  du  premier  ordre  d'une  fonction  transcendante  monodrome, 
qui  n'ait  pas  d'infinis  complexes  à  partie  imaginaire  négative,  et  qui 
ait  un  inlini  à  l'infini  réel,  on  pourra  toujours  déterminer  une  série 
convergente  de  fonctions  de  Bessel, 

^aJigsr), 

dont  la  somme  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  r  diffé- 
rentes d'une  quantité  p,  et  devienne  infinie  pour  r  =  p. 


MÉLANGES. 

SUR  LA  CONSTRI'CTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  L'ÉQMTION  RELATIVE  A  L'ADDlTIOi^ 
DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE; 

Par  m.  HERMITE. 

La  première  construction  connue  de  cette  équation  et  qui  a  été 
donnée  par  Lagrange,  résulte  du  rapprochement  de  la  relation  : 

cosama  =  cosam(^  -h  a)cosamar  +  yinam(^  +  a)  sin  am^Aam« 

avec  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique.  On  en 

(')  Il  parait  chaque  année  un  volume  in^*^-  E»  langue  italienne. 


YAama^ 

=  I. 
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déduit  aussi  une  construction  plane  en  posant, 

X  =  cosam{^  -(-«), 
Y=:  sinam  [x  h-  a), 

et  déterminant  les  points  de  rencontre  de  la  droite 

cosama  =  Xcosam^r  -+- Ysinamo^  Aama 

avec  le  cercle 

Cette  droite  est  une  tangente  à  l'ellipse 

\cosain«/        \cosamû! 
dont  les  axes  ont  pour  valeurs 

Ar=  cosama, 

„       cosama        .  ,„ 

B  =—. =  smam(K  —  a). 

Aama 

Ayant  donc  construit  cette  ellipse  ainsi  que  le  cercle,  l'un  des  points 
d'intersection  aura  pour  coordonnées 

X  =  cos am( ^ -4- rt), 

Y  =  sin  am  (  ^  -f-  a  ), 

et  l'autre,  en  remarquant  que  l'équation  de  la  droite  ne  change  point 
si  l'on  change  a  en  —  a,  les  quantités 

Xo=  cos  am{x—  a  ), 
Yo=  sin  am(^  —  a). 

On  voit  donc  qu'en  menant  l'une  des  deux  tangentes  à  l'ellipse  par 

le  point 

Xo=  cosam(^  —  a], 

Yo=:  sin  am(^  —  a), 
cette  construction  donnera  d'abord  celui-ci 

X=:  cosam(^-f- a), 

Y  =  sin  am{x  -+-  a), 

puis,  en  continuant  dans  le  même  sens, 

Xi=  cosamf^  -4-  3a), 
Y|=  sin  am  \x  -•-  3 a); 
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et,  en  général,  le  n'^"""  côté  du  polygone  inscrit  au  cercle  et  circon- 
scrit à  l'ellipse  conduira  à  la  construction  des  quantités 

cosam[:r  H-  (an  4-  i)a], 
sinam[:c  -h  (an  -h  i)a]. 

En  opérant  en  sens  inverse,  on  trouverait,  pour  les  coordonnées  des 
sommets,  les  expressions 

cosam[^  —  (an  H-  i)a], 
sin  am[:r  —  (an  H- i)a]. 

Ces  résultats  pourraient,  sans  doute,  se  démontrer  directement,  en 
déterminant,  sur  la  figure,  le  rapport  des  variations  des  coordonnées 
des  points  de  rencontre,  avec  le  cercle,  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines,  mais  je  ne  m'y  arrêterai  point,  m'étant  seulement  proposé 
de  rajîproclier  l'une  de  l'autre  deux  constructions  géométriques  de 
nature  bien  diilérente. 

SUR  UNE  MÉTHODE  NOUVELLE  POUR  L'ÉTUDE  DES  COURBES  TRACÉES  SUR 
LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES. 

Nous  avons  déjà  parlé  à  nos  lecteurs  (  '  )  des  travaux  récents  de 
quelques  géomètres,  MM.  Clebscli,  Cremona,  INotlier,  Zeutlien,  etc., 
sur  une  méthode  nouvelle  dont  l'origine  et  la  première  application 
se  trouvent  dans  les  travaux  de  M.  Cliasles,  sur  les  courbes  algé- 
briques tracées  sur  les  surfaces  du  second  degré.  Cette  méthode 
devant  conduire  à  des  conséquences  très-importantes,  il  nous  a  paru 
utile  de  la  faire  connaître  et  d'en  développer  les  principes,  eu  ce 
moment  surtout  où  elle  est  encore  récente,  et  où  son  exposition  ne 
nous  entraînera  pas  dans  des  développements  dépassant  les  limites 
de  ce  Recueil. 

C'est  dans  les  Comptes  rendus  (^)  que  se  trouvent  réunis  les  tra- 

(')  Moir  Bulletin,  t.  I,  p.  i3o. 

(')  Sur  les  six  droites  qui  peuvent  être  dans  l'espace  les  directions  de  six  forces  en 
équilibre.  —  Propriétés  de  L'hjperboloide  à  une  nappe  et  d'une  certaine  surface  du  qua~ 
trieme  ordre.  {^Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LU,  iS6i, 
p.  1094-Ï104.) 

Description  des  courbes  gauches  de  tous  les  ordres  sur  les  surfaces  réglées  du  troisième 
et  du  quatrième  ordre.  {Comptes  rendus,  t.  LUI,  p.  884-889.) 

Théorie  analytique  des  courbes  à  double  courbure  de  tous  les  ordres  tracés  sur  Vhj- 
perboloide  aune  nappe.  {Compter  rendus,  X.  MU,  p.  980-996,   1077-1086,  i2o3-i2iO.) 


24  BULLETIN  DES  SCIENCES 

vaux  de  M.  Chasles  sur  les  courbes  de  tous  les  ordres  tracées  sur 
les  surfaces  du  second  degré  et  sur  quelques  autres  surfaces  réglées. 
M.  Cliasles  fait  remarquer  qu'au  lieu  de  déterminer  les  courbes  par 
deux  équations  entre  les  coordonnées  de  ces  points,  il  y  a  le  plus 
souvent  de  grands  avantages  à  les  étudier  sur  des  surfaces  détermi- 
nées, dont  la  surface  plane  ne  sera  plus  qu'un  cas  particulier. 

H  est  facile  de  comprendre,  en  effet,  quoique  les  idées  proposées 
par  l'illustre  géomètre  soient  entièrement  nouvelles,  que  la  nature  et 
les  propriétés  d'uije  courbe  algébrique  dépendent,  en  grande  partie, 
des  surfaces  simples  sur  lesquelles  elle  est  située.  Considérons, 
par  exemple,  les  courbes  d'ordre  déterminé  n.  Celles  de  ces  courbes 
qui  peuvent  être  tracées  sur  une  surface  du  second  ordre  se  dis- 
tinguent des  autres  courbes  de  même  ordre  par  des  propriétés  spé- 
ciales :  par  exemple,  elles  sont  coupées  par  tout  plan  suivant  n  points 
situés  sur  une  conique.  Si  les  génératrices  d'un  système  coupent  la 
courbe  en  n'  points,  celles  de  l'autre  système  la  couperont  en  n  —  n! 
points  :  par  exemple,  une  courbe  du  dixième  ordre  sera  coupée  au 
moins  en  cinq  points  par  les  génératrices  de  l'un  des  systèmes,  ce 
qui  constitue  une  propriété  distinctive  de  la  courbe,  puisque,  en 
général,  on  ne  peut  trouver  qu'un  nombre  limité  de  droites  rencon- 
trant une  courbe  en  quatre  points. 

M.  Chasles  étudie  les  courbes  tracées  sur  rii}"perboloïde  au  moyen 
d'un  système  particulier  de  coordonnées.  Ce  système  est  un  système 
rectiligne  formé  des  deux  séries  de  génératrices  qu'on  peut  tracer  sur 
toute  surface  du  second  ordre,  La  considération  de  ce  système  de 
coordonnées  donne  une  théorie  complète,  qui  se  résume  en  de  nom- 
breux et  importants  théorème»,  pour  l'étude  desquels  nous  ren- 
voyons au  Mémoire  original.  Les  principales  questions  étudiées  par 
M.  Chasles  sont  les  suivantes  :  i°  propriétés  d'une  coiu-be  gauche 
d'ordre  p-\-  q  pouvant  posséder  des  points  multiples  5  2°  étude  de  la 
la  développable  formée  par  les  plans  osculateurs  de  la  courbe; 
3°  d'un  cône  mené  par  la  courbe  5  4°  <le  la  développable  circonscrite 
à  l'hypcrboloïde  suivant  la  courbe;  5"  la  génération  des  courbes 
gauches  par  les  faisceaux  de  courbes  d'ordre  inférieur,  génération 
pour  laquelle  M.  Chasles  crée  une  théorie  toute  semblaljle  à  celle 
qu'il  a  développée  dans  le  plan. 

On  doit  encore  à  M.  Chasles  des  études  sur  les  courbes  gauches 
(.le  tous  les  ordres,  tracées  sur  de«   surfaces  réglées,  d'une  nature 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  u5 

spéciale,  comprenant  comme  cas  particulier  l'iiyperboloide  à  une 
nappe.  Voici  comment  on  définit  ces  surfaces  réglées.  Traçons  dans 
un  plan  une  courbe  rationnelle  d'ordre  A;,  ayant  un  point  multiple 
d'ordre  k — i.  Si  l'on  prend  sur  une  droite  de  l'espace  les  points 
qui  correspondent  anliarmoniquement  au  point  de  la  courbe  (ou,  si 
l'on  veut,  à  la  droite  du  faisceau  ayant  son  centre  au  point  multiple, 
passant  par  le  point  simple  considéré  sur  la  courbe),  ces  droites,  qui 
joignent  les  points  correspondants,  sont  les  génératrices  de  la  surface 
d'ordre  k.  M:  Cbasles  généralise  cette  construction  d'une  surface 
réglée  en  prenant,  au  lieu  de  la  courbe  rationnelle  ayant  un  seul 
point  multiple  d'ordre  k  —  i ,  une  courbe  rationnelle  quelconque. 

Les  travaux  précédents  ont  conduit  les  géomètres  à  de  très-nom- 
breuses reclierclies.  Ne  pouvant  tout  citer,  nous  indiquerons  ce- 
pendant un  article  de  M.  Cremona  sur  les  courbes  tracées  sur 
riiyperboloïde  (').  Rappelons  aussi,  avec  M.  Cbasles  (^),  que  déjà 
Pliicker  (  ')  et  ]M.  Cavley  (  *)  avaient  conçu  l'idée  du  système  de  coor- 
données rectilignes  qu'on  peut  employer  sur  l'byperboloïde ,  mais 
sans  en  faire  l'application  aux  questions  si  variées  que  comporte 
l'étude  des  courbes  gauclies  tracées  sur  les  surfaces  du  second  degré. 

La  tbéorie  de  M.  Cbasles  peut  être  exposée  d'une  autre  manière, 
et  cette  exposition,  que  nous  allons  indiquer  en  quelques  mots,  nous 
permettra  de  faire  saisir  la  transition  entre  les  travaux  de  M.  Cbasles 
et  les  travaux  récents  de  M.  Clebscli. 

Soient  une  sm^face  S  du  second  degré  et  un  plan  P.  Si  par  un  point 
fixe  a  de  la  surface  S  on  mène  une  droite,  cette  droite  coupera  la 
surface  S  en  un  nouveau  point  ni  et  le  plan  P  en  un  point  p,  qui  est 
la  perspective  ou  projection  stéréograpbique  du  point  m.  Si  donc  on 
regarde  le  plan  P  conmie  la  perspective  de  la  surface,  à  tout  point 
du  plan  correspondra  un  seul  point  de  la  surface,  et  réciproquement. 
La  surface  sera,  suivant  une  expression  de  M.  Clebscli,  représentée 
ou  appliquée  sur  le  plan.  On  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  surface  en  fonction  de  deux  paramètres,  qui 
sont  les  coordonnées  du  point  qu'il  a  pour  projection. 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  LU,  p.  iSig-iSaS. 
(')  Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie,  p.  253. 

(•)  Die  analytische    Géométrie    der  Cnrven   auf  den  FUichcn   zweitcr-  Ordnung   und 
Classe.  {Journal  de  Crelle,  1847,  t.  34,  p.  34 1.) 
(')  Phtlosophical  Magazine,  j^uillct  iSGi. 
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Quand  on  cherche  les  formules  dont  nous  venons  de  parler,  on 
trouve  qu'elles  sont  de  la  forme  suivante. 

Désignons  par  Xi,  Xa,  X3,  X4  les  coordonnées  homogènes  du  point 
de  la  surface,  et  soient  Ç,  |i,  ^2,  les  coordonnées  homogènes  du  point 
du  plan.  Les  formules  qui  donnent  X,-  en  fonction  des  ^  sont  de  la 
forme 

où  les  symboles  f  désignent  des  fonctions  homogènes  et  du  second 
degré  de  ^,  ^1,  ^2-  (Ce  sont,  au  fond,  les  formules  de  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  quand  on  passe  d'un  plan  à  une 
sphère.)  p  désigne  un  facteur  arbitraire,  indiquant  que  les  rapports 
seuls  de  Xj,  X2,  X3,  X4  déterminent  un  point. 

Dans  ce  cas,  toute  section  plane  de  la  surface  dont  l'équation  est 

{2)  lmX  =  m,X,  -+-  m-iX.-h  ^3X3  H-  «14X4  =  0 

sera  représentée  sur  le  plan  par  la  conique  dont  l'équation  est 

(  3 )  I  "\f=  m>fi  +  m^fi  -h  m, fi  -+-  nîifi  =  o. 

Supposons  que  les  formules  (i)  nous  aient  été  données  a  priori  et 
cherchons  le  degré  de  la  surface.  Si  par  une  droite  D  on  fait  passer 
deux  plans,  les  sections  de  la  surface  par  ces  deux  plans  seront  repré- 
sentées par  deux  coniques ,  dont  les  points  d'intersection  corres- 
pondent aux  points  de  la  surface  situés  dans  les  deux  sections  planes, 
c'est-à-dire  sur  la  droite  D.  Deux  coniques  se  coupant  en  quatre 
points,  on  voit  que  toute  droite  coupera  la  surface  en  quatre  points  ; 
la  surface  sera  du  quatrième  ordre. 

Cette  conclusion  est  parfaitement  rigoureuse,  si  les  fonctions  yi,y2i 
fzifk  sont  les  plus  générales  du  second  degré,  mais  nous  n'avons  pas 
tenu  compte  d'un  fait  important.  Les  courbes 

/;  =  o,    f,  =  o,    /3  =  o,    /4  =  o 

ont,  dans  le  cas  cpii  nous  occupe,  deux  points  communs^  c'est  celte 
propriété  qui  caractérise  les  formules  relatives  aux  surfaces  du  second 
degré. 
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Mais  alors  se  présente  une  difficulté,  dont  la  solution  constitue  un 
des  résultats  les  plus  curieux  et  les  plus  importants  de  la  nouvelle 
méthode.  Soient  a,  j3,  y  les  coordonnées  homogènes  de  l'un  des  deux 
points  communs  aux  quatre  courbes.  Si  l'on  substitue  ces  coordon- 
nées à  la  place  de  ?,  |i,  H2,  dans  les  formules  (i),  les  valeurs  des 
fonctions  y  deviennent  nulles,  les  rapports  des  coordonnées  Xi,  X,, 
X3,  X4  deviennent  indéterminés,  et  d'ailleurs,  pour  chacun  de  ces 
rapports,  l'indétermination  est  efl'ective  5  car  on  sait  bien  que  si  un 
quotient  dépendant  de  deux  variables, 

se  présente  sous  la  forme  -  pour  les  valeurs  des  variables  Xq^  j/o  des 

variables,  lorsque  a?,  y  tendront  vers  J?^,  t/o  respectivement,  le  quo- 
tient pourra  tendre  vers  toutes  les  limites  possibles.  Si  l'on  consi- 
dère, par  exemple,  y  comme  une  fonction  de  x  dont  la  dérivée  est  y', 
et  qui  se  réduit  à  ^o  pour  x  =  x^^^  la  valeur  limite  du  quotient  sera 

Cette  valeur  limite  dépendra  donc,  en  général,  de  j/',  c'est-à-dire  de 
la  manière  dont  y  tend  vers  t/o  quand  x  tend  vers  Xo- 

On  voit  donc  que  les  coordonnées  Xi,  X2,  X3,  X4,  ou  plutôt  les 
rapports  de  ces  coordonnées  sont  réellement  indéterminés,  si  on  les 
prend  individuellement.  Considérons  leur  ensemble,  et  employons  la 
méthode  suivante. 

Si  a,  |3,  y  sont  les  coordonnées  du  point  considéré,  que  IM.  Clebsch 
appelle  point  fondamental,  les  coordonnées  de  tout  point  infiniment 
voisin  seront  données  par  les  formules 

4  =  a  -h  £-/.,      ^,  =  p  +  d,      |,  =  y, 

OÙ  l'on  a  laissé,  pour  fixer  les  idées,  l'une  des  coordonnées  homogènes 
constante. 

Les  formules  (i),  développées  d'après  la  série  de  Taylor,  donnent 
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et,  en  se  bornant  au  premier  terme  et  supprimant  le  facteur  com- 
mun e,  on  voit  que  les  coordonnées  des  points  limites  seront  données 

par  les  formules 

pX,=  Ax  +  B^, 

pX,=  A'xH-  B'I, 

pX,=  X"y.-hB"l, 

pX,=  A"'x-+-B'">. 

Ces  formules,  contenant  une  arbitraire,  le  rapport  r-'  déterminent 

une  infinité  de  points  correspondant  au  point  fondamental,  et  ces 
points  forment  évidement  une  ligne  droite. 

Donc,  en  général,  à  un  point  fondamental  correspondent  tous  les 
points  d'une  ligne  droite  située  sur  la  surface.  A  une  courbe  infini- 
ment petite,  tracée  autour  du  point  fondamental,  correspond  sur  la 
surface  une  ligne  voisine  de  la  droite.  Cliaque  point  de  la  droite  cor- 
respond à  une  direction  particulière  menée  par  le  point  fondamental. 
Deux  courbes  qui  se  couperont  dans  le  plan  au  point  fondamental 
correspondront  à  deux  courbes  de  la  surface  rencontrant  la  droite, 
mais  ne  se  rencontrant  pas  sur  la  droite,  à  moins  que  leurs  représen- 
tations sur  le  plan  ne  soient  tangentes  l'une  à  l'autre  au  point  fonda- 
mental où  elles  passent  toutes  les  deux. 

Les  méthodes  géométriques  rendent  parfaitement  compte  aussi  de 
ce  fait  remarquable.  Reprenons  la  représentation  d'une  surface  du 
second  ordre  sur  le  plan.  Si  l'on  projette  d'un  point  a  les  points  de 
la  surface  sur  le  plan,  à  tout  point  ^  du  plan  correspond  un  point  m 
de  la  surface;  mais  il  faut  faire  une  exception  pour  les  points  a,  j3, 
où  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  passant  en  a  coupent  le 
plan.  Au  point  a  du  plan  correspondent  tous  les  points  de  la  surface 
situés  sur  la  droite  a  a,  et  l'on  voit  sans  peine  que  toute  section  plane 
de  la  surface  se  projettera  suivant  une  conique  passant  par  les  deux 
points  a,  (3. 

Ajoutons  que,  dans  certains  cas  spéciaux,  au  point  fondamenta* 
peuvent  correspondre  des  courbes  plus  compliquées  que  les  lignes 
droites  5  il  peut  arriver  que  les  premières  dérivées  des  fonctions  f 
s'annulent  5  mais  ce  que  nous  avons  dit  suffit,  nous  l'espérons,  pour 
donner  une  idée  de  la  méthode  qu'on  doit  suivre  dans  tous  les  cas. 

Revenons  aux  formules  (i)  et  supposons  que  les  fonctions  J"  y 
soient  du  second  degré,  mais   qu'égalées   à  zéro  elles  représentent 
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dos  coniques  passant  par  deux  points  fixes  a,  j3.  Alors  deux  sections 
planes  de  la  surface  se  représenteront  sur  le  plan  suivant  deux 
coniques  se  coupant  en  a  et  |3,  et  en  deux  autres  points  variables  f/,  v. 
Aux  premiers  points  «,  (3,  nous  l'avons  vu,  ne  correspondent  pas,  sur 
la  surface,  des  points  communs  aux  deux  sections  planes;  les  deux 
courbes  de  l'espace  n'auront  donc  que  deux  points  communs  coitcs- 
pondant  aux  points  /iz,  v  du  plan;  en  d'autres  termes,  la  surface  est 
coupée  en  deux  points  par  une  droite;  elle  est  du  second  degré. 

Cela  posé,  traçons  une  courbe  quelconque  sur  le  plan  ;  supposons 
qu'elle  soit  de  l'ordre  m  et  qu'elle  ait  a'  de  ses  branches  passant  en  a, 
|3' en  b.  Cette  courbe  sera  coupée  en  2m  —  a'  — ^'  points  par  toute 
conique  passant  en  «  et  /3.  Cette  conique  étant  la  représentation 
d'une  section  plane  de  la  surface,  on  voit  que  la  courbe  tracée  sur  la 
surface  et  correspondante  à  la  courbe  plane  sera  coupée  par  un  plan 
en  am  —  a' — 13'  points;  en  d'autres  termes,  elle  sera  de  l'ordre  indi- 
qué par  ce  nombre.  On  déterminera  toutes  les  singularités  de  cette 
courbe  par  une  méthode  due  à  jM.  Clcbsch  et  dont  nous  parlerons 
plus  loin.  C'est  ainsi  qu'aux  droites  passant  par  a  correspondent  les 
génératrices  rectilignes  d'un  système,  aux  droites  passant  par  j3 
les  génératrices  d'un  second  système,  etc.,  etc.  La  droite  qui  joint 
les  points  a,  |3  mérite  un  examen  spécial  :  tous  ses  points  corres- 
pondent à  un  seul  point  de  la  surface,  mais  nous  ne  pouvons  qu'in- 
diquer tous  ces  faits,  intéressants  au  plus  haut  degré. 

Si,  dans  les  formules  (i),  les  fonctions  y,  restant  du  second  degré, 
s'annulaient  toutes  les  quatre  pour  un  seul  système  de  valeurs,  les 
coniques  qui  représentent  sur  le  plan  toute  section  plane  de  la  surface 
passeraient  par  un  seul  point  fixe  a.  La  surface  serait  du  troisième 
ordre,  et  elle  serait  engendrée  par  des  droites  correspondant  dans  le 
plan  aux  droites  passant  par  le  point  fondamental  a. 

Enfin,  si  les  fonctions  y  sont  des  fonctions  générales  du  deuxième 
ordre,  ou  a  la  surface  de  Sleiner^  dont  toutes  les  sections  planes  sont 
représentées  par  des  coniques.  On  voit  bien  ainsi  que  toute  section 
de  la  surface  par  le  plan  tangent  ayant  un  point  double  au  point  de 
contact,  la  représentation  devra  avoir  un  point  double,  c'est-à-dire 
se  décomposer  en  deux  droites.  A  chacune  de  ces  deux  droites  cor- 
respond une  conique  appartenant  à  la  surface.  C'est  ainsi  que 
M.  Clebsch  a  appliqué  sa  méthode  à  la  surface  de  Steiner  (*).  Nous 

(')  Moir  Journal  de  Borckardt,  t,  67,  p.  i-53. 
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nous  contenterons  de  renvoyer  à  son  Mémoire,  en  mentionnant  l'in- 
tégration de  l'équation  des  lignes  asymptotiques  faite  par  MM.  Clebscli 
et  Gordan.  Ces  lignes  sont  du  quatrième  ordre  et  de  la  deuxième 
espèce. 

Une  année  auparavant,  M.  Clebscli  avait  donné  {*  )  une  première  et 
importante  application  de  sa  méthode  à  la  surface  générale  du  troi- 
sième ordre.  C'est  donc  un  des  savants  qui  ont  le  plus  contribué 
à  faire  honneur  à  la  prédiction  d'un  géomètre  illustre.  On  sait  que 
Steiner  affirmait  que,  dans  un  petit  nombre  d'années,  la  géométrie 
des  surfaces  du  troisième  ordre  paraîtrait  presque  aussi  facile  que 
celle  des  surfaces  du  second  degré.  Nous  n'en  sommes  pas  là  encore-, 
cependant  on  ne  peut  méconnaître  que  des  progrès  très-sérieux  aient 
été  réalisés  dans  la  voie  que  Steiner  croyait  nouvelle,  et  qui  avait 
déjà  été  explorée  avec  succès  par  MM.  Salmon  et  Cayley. 

La  méthode  de  M.  Clebsch  s'applique  avec  la  plus  grande  facilité 
aux  surfaces  du  troisième  ordre.  Les  formules  (i)  contiennent  alors 
des  fonctions  y  du  troisième  degré.  Ces  fonctions  s'annulent  simul- 
tanément pour  six  systèmes  de  valeurs.  En  d'autres  termes,  les  sec- 
tions planes  de  la  surface  sont  représentées  par  la  série  complète  des 
courbes  du  troisième  ordre  passant  par  six  points  quelconques.  Dis- 
posez six  points  au  hasard  dans  le  plan  :  au  moyen  de  ces  six  points, 
on  peut  construire  une  surface  du  troisième  ordre  (et  les  surfaces 
homographiques),  dont  les  propriétés  dépendent  exclusivement  de 
la  disposition  relative  des  six  points.  Par  exemple,  si  ces  six  points 
sont  sur  une  conique,  ou  si  trois  sont  en  ligne  droite,  la  surface  a  un 
point  double.  Nous  signalerons  encore  ce  fait  curieux,  cjui  est  peut- 
être  nouveau,  et  que  nous  avons  rencontré  dans  nos  recherches  :  si 
l'on  a  neuf  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  ordre,  deux 
des  systèmes  de  trois  droites  contenant  les  neuf  points  forment  deux 
triangles.  Les  six  sommets  de  ces  triangles  déterminent  une  surface 
du  troisième  ordre,  dont  la  ligne  d'inflexion  se  décompose  en  quatre 
courbes  planes,  etc.  (^). 

Les  vingt-sept  droites  de  la  surface  correspondent  :   i°  aux  six 


(')  Die  Geoinctrie  auf  der  Fldchcn  dritter  Ordnxmg.  {Journal  de  Borchardt,  t.  C5, 
p.  359-381.) 

(')  Si  les  six  points  sont  les  six  sommets  d'un  quadrilatère  complet,  la  surface  a 
quatre  points  doubles  ;  ses  lignes  asymptoti([ues  correspondent  aux  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère. 
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points  fondamentaux;  2"  aux  quinze  droites  joignant  deux  à  deux 
ces  six  points;  3"  aux  six  coniques  passant  par  cinq  des  six  points.  La 
situation  respective  de  ces  droites  s'étudie  sans  la  moindre  difficulté. 

M.  Clebsch  a  examiné  aussi  (*)  les  surfaces  du  quatrième  ordre 
ayant  une  ligne  double  du  second  ordre.  Les  formules  (1)  sont. encore 
du  troisième  degré  par  rapport  aux  ^  ;  seulement  les  courbes  du  troi- 
sième ordre  qui  correspondent  aux  sections  planes  de  la  surface  ne 
passent  plus  que  par  cinq  points  ;  il  y  a  Seize  droites  sur  la  surface 
dont  on  peut. indiquer  la  disposition  en  disant  qu'elles  forment  un 
ensemble  tout  pareil  à  celui  des  seize  droites  d'une  surface  du  ti'oi- 
sième  ordre  qui  rencontrent  une  conique  de  cette  surface.  M.  Clebsch 
retrouve  les  dix  séries  de  sections  coniques  qui  avaient  été  signalées 
par  M  Kummer,  ainsi  que  les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre  qui  se  trouvent  sur  la  surface. 

On  peut  se  rendre  compte  géométriquement  de  ce  fait  important, 
que,  pour  les  surfaces  précédentes,  les  points,  selon  l'expression  de 
M.  Chasles,  se  déterminent  individuellement  :  si  l'on  considère,  par 
exemple,  une  surface  du  troisième  ordre,  on  peut  toujours  choisir  sur 
cette  surface  une  droite  D  et  une  conique  C  rencontrant  cette  droite 
en  un  point.  Alors,  si  d'un  point  de  l'espace  on  mène  la  droite 
unique  qui  rencontre  la  droite  D  et  la  conique  C,  cette  droite  coupera 
la  sm-face  en  trois  points,  l'un  situé  sur  C,  l'autre  sur  D  et  le  troi- 
sième m  quelconque.  Elle  coupe,  en  outre,  un  plan  fixe  en  un  point  /:*, 
qu'on  peut  considérer  comme  correspondant  au  point  m  de  la  sur- 
face. A  un  point  [i  du  plan  correspond  un  seul  point  de  la  surface,  et 
réciproquement . 

La  représentation  d'une  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une 
conique  double  s'effectuera  évidemment  de  la  même  manière  par  des 
droites  assujetties  à  couper  la  conique  double  et  une  des  droites  de 
la  surface.  Par  tout  point  m  de  la  surface,  on  pourra  mener  une  telle 
droite,  qui  coupera  un  plan  fixe  en  un  point  ^i  correspondant  au 
point  m. 

Ces  modes  de  représentation  ne  sont  pas  d'ailleurs  uniques  pour 
chaque  surface.  Prenons,  par  exemple,  une  surface  du  troisième 
ordre.  On  peut,  nous  l'avons  vu,  projeter  un  point  de  la  surface  sur 


(')  Veber  die  Flàchen  vierter  Ordnung,  welche  eine  Doppelcurve  zweiun  Grades  be- 
sitzen.  {Journal  de  Borchardt,  t.  69,  p.  i;)2.') 
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le  plan  par  des  droites  variables  assujetties  à  rencontrer  une  co- 
nique C  et  une  droite  D  de  la  surface  -,  on  pourrait,  au  lieu  de  prendre 
la  conique  et  la  droite,  prendre  deux  droites  D,  D'  de  la  surface,  ne  se 
rencontrant  pas.  On  peut  aussi,  conme  l'a  fait  M.  Clebsch,  considé- 
rer la  surface  du  troisième  ordre  comme  engendrée  par  l'intersection 
de  trois  plans  appartenant  à  des  réseaux  projectifs.  Si  l'on  considère, 
en  effet,  les  trois  plans  représentés  par  les  équations 

v.a  -+-  Ib,.  +  c  =  o, 
xa'-+-lb'  -h  c'  =  o, 
Y.a"+lh"-hc"=o, 

où  a,  6,  c,  a',  —  désignent  des  fonctions  linéaires  des  coordonnnées, 
il  est  clair  que  l'intersection  de  ces  trois  plans,  quand  on  fera  varier  X 
et  >t,  décrira  une  surface  du  troisième  ordre. 

Parmi  les  représentations  différentes  d'une  surface,  on  distingue 
comme  la  plus  simple  celle  pour  laquielle  les  sections  planes  sont 
représentées  par  des  courbes  de  moindre  degré.  D'ailleurs,  si  l'on  a 
deux  représentations  de  la  surface  sur  le  plan,  il  en  résulte  évidem- 
ment, en  faisant  correspondre  les  deux  points  du  plan  m,  m' qui  cor- 
respondent à  un  même  point  de  la  surface,  un  mode  de  transforma- 
tion des  figures  planes  dans  lequel  à  un  point  d'une  des  figures 
correspond  un  seul  point  de  l'autre.  C'est  par  là  que  les  recberches 
de  M.  Clebscli  se  lient  aux  études  générales  de  M.  Cremona  sur  les 
transformations  géométriques  planes  (*). 

M.  Clebsch  a  résumé  et  développé  la  méthode  précédente,  dans  un 
travail  considérable  inséré  au  tome  I  des  Mathematische  Annalen.  C'est 
dans  ce  Mémoire  qu'il  expose,  pour  la  première  fois,  les  principes 
généraux  qui  l'ont  guidé  dans  l'étude  relativement  facile  des  cas  pré- 
cédents. G.  D. 

[A  suivre.) 


(')  Sul/e   trasformazioni  geometriche  délie   curve  piane.  (3Iémoir€S  de  l' Académie 
de  Bologne,  t.  V.) 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES     PURES     ET     APPLIQUÉES,     pubHé     par 

M.  LiouviLLE.  2®  série,  T.  XV5  1870  (*). 

De  la  Gournehie.  —  Note  sur  les  singularités  élevées  des  courbes 
planes.  (6  p.) 

Cet  article  est  la  suite  d'une  Note  publiée  dans  le  tome  précédent. 
M.  de  la  Gournerie  complète  l'exposition  du  mode  de  discussion 
qu'il  a  proposé  pour  les  singularités,  et  il  en  fait  l'application  à  des 
courbes  des  ordres  3o  et  32. 

PuisEux  (V.).  —  Mémoire  sur  l' accélération  séculaire  du  mouvement 
de  la  Lune  (*).  (98  p.) 

Mathieu  (E.).  —  Sur  la  généralisation  du  premier  et  du  second 
potentiel.  (  26  p.) 

Dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  tome  précédent  ('),M.  Mathieu 
avait  donné  d'importants  théorèmes  sur  l'équation  A  Au  =  o,  où  le 

signe  Au  représente 

d^u       dhi        d^u 
dx"^       dy^        dz^ 

et  il  avait  été  amené  à  considérer  deux  potentiels  définis  par  les  for- 
mules 

u=j   1   j    ^ — '—-^ — dadbdc,     w=j   1    j  rc^{a,  b,  c)dadbdc, 

où  les  intégrales  s'étendent  à   tous  les  éléments  d'un  volume  H  et 
où  r  indique  la  distance  à  un  point  (a:,  y,  z). 

D'après  les  conseils  de  M.  de  Saint- Venant,  l'auteur  généralise  sa 
théorie,  en  considérant,  au  lieu  des  distances  à  un  point,  des  fonc- 
tions de  la  forme 


v/'- 


jr-by   ,   [z-c] 

rr -+•  --; 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  91. 
(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  3o. 
(')■  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  97. 

Bull,  des  Sciences  mathérn.  et  astron.,  t.  II.  (Février  1 871 .  ) 
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qu'on  substitue  à  r.  Alors  le  second  potentiel  satisfait  à  une  équa- 
tion linéaire  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre,  qui  se 
rencontre  dans  les  études  de  M.  de  Saint-Venant  sur  l'équilibre 
d'élasticité  des  corps. 

LiouviLLE  (J.).  —  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  V.-A.  Le 
Besgue.  (4  P-) 

Dans  cette  Lettre,  M.  Liouville  communique  un  théorème  impor- 
tant dont  voici  l'énoncé  : 

«  Soit  m  un  nombre  entier  de  la  forme  4^+  i-  Posons  d'a})ord, 
de  toutes  les  manières  possibles, 

m  =  P  +  rs^  -^  165% 

i  désignant  un  entier  impair  et  positif,  C7  un  entier  pair  et  positif. 
Puis  cherchons  la  somme 

(A)  l{-^)'^~f^{r,), 

relative  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  (t,  cy,  s)  pour  lesquelles  notre 
équation  a  lieu  5  ^  indique  ici  une  fonction  algébrique  ou  numérique 
quelconque. 

»  D'un  autre  côté,  faisons  aussi,  de  toutes  les  manières  possibles, 

m  =  i"^  +  gtJ  +  85', 

il  désignant  un  entier  impair  et  positif,  crj  un  entier  pair,  positif, 
nul  ou  négatif,  enfin  Sj  un  entier  indifféremment  pair  ou  impair, 
positif,  nul  ou  négatif.  Puis  cherchons,  pour  tous  les  systèmes 
(ij,  CTi,  Si),  la  somme 

(B)  2(-iy.^(M,), 

où  la  fonction  ^'  est  la  même  que  ci-dessus. 

))  Les  deux  sommes  (A)  et  (B)  sont  toujours  égales  entre  elles.  » 

Lucas.  (F.).  —  Étude  sur  la  mécanique  des  atomes.  (56  p.) 
Dans  ces  recherches,  qui  ont  un  très-grand  degré  dé  généralité, 
M.  Lucas  considère  des  systèmes  formés  de  corps  absolument  quel- 
conques auxquels  il  assigne  respectivement  les  indices  i,  2,...,N. 
Ces  corps  sont  disposés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  ;  on 
suppose  seulement  que  leurs  dimensions  soient  néglige  ailles  devant 
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les  distances  qui  les  séparent.  Ces  corps  sont  des  centres  d'attraction 
s'attirant  ou  se  repoussant  suivant  des  lois  déterminées. 
Le  Mémoire  se  divise  en  plusieurs  parties. 

I.  Définition  d'un  système  atomique.  —  Données  analytiques.  — 
Notations.  —  Action  totale  en  un  point.  —  Effort  total.  —  Effort 
de  déplacement.  —  Effort  de  déformation.  —  Déplacement  auxiliaire. 

—  Relations  entre  les  efforts.  —  Formules  au  potentiel. 

II.  Statique  atomique.  —  Objet  de  ce  paragraphe.  —  Equations 
fondamentales.  —  Equations  inverses.  —  Ellipsoïde.  —  Axes  princi- 
paux des  coordonnées.  —  Divers  modes  d'équilibre.  —  Paramètres 
physiques.  —  Constitution  des  corps.  —  Phénomènes  calorifiques. 

—  Mouvements  infinitésimaux. 

m.  Les  paramètres  physiques.  —  Mouvement  rapporté  à  des  axes 
quelconques.  —  Intégration,  —  Equation  intégrante.  —  Détermina- 
tion des  paramètres  physiques.  —  Formules.  —  Application.  — 
Action  pouvant  donner  lieu  à  des  changements  d'état  physique. 

IV.  Efforts  engendrés  par  une  déformation  infinitésimale.  —  Rappel 
de  formules.  — Nouvelles  notations. —  Système  d'équations  linéaires. 

—  Propriété  du  déterminant.  —  Forme  symétrique.  —  Equations 
différentielles.  —  Intégration   générale.  —  Réalité  des  racines  S. 

V.  Les  paramètres  dynamiques .  —  Nullité  de  trois  racines  S.  — 
Intégration  correspondante.  — Interprétation  cinématique.  —  Equa- 
tion simplifiée.  —  Cas  particulier.  —  Formule  d'analyse.  —  Consi- 
dérations générales.  —  Vibrations  calorifiques. 

VI.  Détermination  des  paramètres  dynamiques  au  moyen  des  poten- 
tiels. —  Equations  aux  potentiels.  —  Equivalence  analytique.  — 
Déterminant  fonctionnel.  —  Forme  hessienne  de  ce  déterminant.  — 
Equation  intégrante.  —  Forme  hessienne  de  cette  équation.  — 
Résumé. 

Laguerre.  —  Sur  un  problème  de  Géométrie  relatif  aux  courbes 
gauches  du  quatrième  ordre.  (20  p.) 

On  doit  à  M.  Chasles  le  théorème  suivant  :  Etant  données  dans 
l'espace  une  surface  du  second  ordre  et  deux  droites  fixes,  si  une 
droite  mobile  est  assujettie  à  rencontrer  les  deux  droites  fixes  en 
s' appuyant  sur  la  surface,  la  courbe  de  contact  des  droites  mobiles  est 
une  courbe  du  quatrième  ordre,  de  l'espèce  de  celles  par  lesquelles 
on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre. 

3. 
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L'auteur  se  propose,  étant  donnée  une  courbe  du  quatrième  ordre, 
de  reconnaître  si  elle  peut  toujours  être  engendrée  de  la  manièie 
indiquée  par  M.  Cliasles  et  de  déterminer  tous  les  systèmes  de  surfaces 
associés  à  deux  droites  qui  donnent  la  solution  de  la  question. 

M.  Laguerre  résout  complètement  cette  question  et  obtient  ce 
résultat  remarquable  qii'il  faut  choisir  la  surface  du  second  degré 
parmi  six  surfaces  déterminées.  La  surface  étant  choisie,  on  peut 
déterminer  d'une  infinité  de  façons  les  droites  fixes. 

La  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  ne  dépendant  que  de  seize 
constantes,  et  le  mode  de  génération  indiqué  par  M.  Chasles  en  com- 
portant dix-sept,  il  était  facile  de  prévoir,  qu'à  moins  de  circonstances 
extraordinaires,  on  pouvait  réaliser  ce  mode  de  génération  d'une 
infinité  de  manières.  Le  résultat  trouvé  par  M.  Laguerre  est  donc 
très-remarquable,  parce  qu'il  montre  que  les  surfaces  qui  permettent 
de  réaliser  le  procédé  de  génération  des  courbes  du  quatrième  ordre, 
indiqué  par  M.  Chasles,  sont  en  nombre  limité,  l'indétermination  ne 
portant  que  sur  les  droites  qu'il  faut  associer  à  chaque  surface. 

Nous  citerons  encore  le  théorème  suivant  que  M.  Laguerre  ren- 
contre dans  ses  études  :  «  Si  l'on  considère  une  courbe  du  troisième 
ordre,  dans  le  plan,  et  des  droites  qui  la  coupent  en  trois  points  A, 
B,  C,  on  peut  trouver  des  courbes  algébriques  qui  touchent  ces 
droites  au  point  A',  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  au  seg- 
ment BC.  »  La  solution  de  ce  problème  s'obtient  par  la  considération 
des  surfaces  réglées  nommées  quadricuspidales  et  étudiées  par  M.  de 
la  Gournerie. 

P.  Pépin.  —  Sur  la  décomposition  d'un  nombre  entier  en  une  somme 
de  deux  cubes  rationnels.  (  20  p.) 
Etant  donnée  l'équation 

x^  +  j'-3  ^i  Az' 

à  résoudre  en  nombres  entiers,  le  P.  Pépin  se  propose  de  trouver  les 
formes  générales  des  valeurs  de  A  qui  rendent  cette  équation  impos- 
sible. Citons  les  théorèmes  suivants  : 

Désignons  par  p  et  q  deux  nombres  premiers  des  formes  i8m  -h  5, 
18m  -H  1 1  ;  il  est  impossible  de  décomposer  en  deux  cubes  rationnels 
aucun  des  nombres  compris  dans  les  formules  suivantes 

p'",     q"-,     9.p""^\     4j:>='"+%     4q""+\ 
c)j)'"+',     97""+',     9/^='"+%     5//"'+',     5q'""^',     7.5  p""-^',     a5q""+\ 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.        3; 

dans  lesquelles  m  désigne  un  entier   quelconque,  nul  ou  positif. 

Le  double  d'un  nombre  triangulaire  est  toujours  la  somme  de  deux 
cubes  rationnels. 

Si  la  somme  ou  la  dillérence  de  deux  cubes  est  un  cube,  leur  pro- 
duit est  la  somme  algébrique  de  deux  cubes  rationnels. 

De  Saint-\e]vatnt.  —  Rapport  fait  à  V Académie  des  Sciences  sur 
un  Mémoire  de  M.  Maurice  Levy,  pi'ésenté  le  3  juin  1867,  reproduit  le 
II  juin  1869  et  intitulé  :  Essai  sur  une  théorie  rationnelle  de  l'équi- 
libre des  terres  fraicliement  remuées  et  ses  applications  au  calcul  de 
la  stabilité  des  murs  de  soutènement-,  par  JNIM.  ComLes,  Serret, 
Bonnet,  Philipps,  de  Saint- Venant  rapporteur.  (4  p) 

Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LXX,  séance  du  y  février  1870. 

De  Saikt -Venant.  —  Sur  une  détermination  rationnelle  par 
approximation  de  la  poussée  des  terres  dépourvues  de  cohésion  contre 
un  mur  ayant  une  inclinaison  quelconque.  (i4  p.) 

De  la  GouRNERiE.  —  Notc  sur  les  quadricuspidales.  (3  p.) 
M.  de  la  Gournerie  donne  un  mode  nouveau  et  très-intéressant  de 
génération  de  ces  surfaces.  Si  l'on  fait  passer  un  liyperboloïde  j)ar 
une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  d'un  point  A  de  cette  courbe 
partiront  deux  génératrices  de  l'iiyperboloide  allant  rencontrer  la 
courbe  en  deux  nouveaux  points  B,  C;  la  di'oite  BC  engendre  une 
quadricuspidale , 

BoxJSsiNESQ  (J.).  —  Intégration  de  l'équation  différentielle  qui  peut 
donner  une  deuxième  approximation.,  dans  le  calcul  rationnel  de  la 
poussée  exercée  contre  un  mur  par  des  terres  dépourvues  de  cohésion. 

(4  p.) 

De  Saint-Venant.  —  Recherche  d'une  deuxième  approximation 
dans  le  calcul  de  la  poussée  exercée  contre  un  mur  dont  la  face  postérieure 
a  une  inclinaison  quelconque^  par  des  terres  non  cohéreîites  dont  la 
surface  supérieure  s' élève  en  un  talus  plan  quelconque  à  partir  du  haut 
de  cette  face  du  mur.  (10  p.) 

Brisse  (Cil.).  —  Mémoire  sur  le  déplacement  des  figures.  (34  p.) 
On  sait  que  M.  Cliasles  a  publié,  en  i843  (*),  un  Mémoire  sur  le 

(  '  )  Propriétés  géométriques  relatives  au   mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  so- 
lide libre  dans  l'espace.  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XVI.), 


38  BULLETIN  DES  SCIENCES 

déplacement  des  figures,  où  se  trouvent  énoncés  des  théorèmes  impor- 
tants et  très-nombreux  sur  le  déplacement  infiniment  petit  d'un 
corps  solide  libre.  Ce  Mémoire  avait  été  précédé  d'une  Note  insérée 
au  Bulletin  de  Férussac,  en  i83i  (*).  M.  Brisse  s'est  proposé  de  dé- 
montrer les  théorèmes  énoncés  par  M.  Chasles,  mais  en  commençant 
par  les  établir  pour  un  déplacement  fini.  Ce  résultat  nous  parait 
avoir  été  atteint  de  la  manière  la  plus  satisfaisante.  Les  théorèmes  de 
IM.  Chasles  sont  démontrés  dans  les  diiïérentes  parties  du  Mémoire 
avec  une  grande  simplicité.  Le  Mémoire  se  divise  en  plusieurs  par- 
tics. 

Propriétés  relatives  au  mouvement  hélicoïdal.  —  Foyers  des  plans. 

—  Caractéristiques.  —  Propriétés  relatives  à  deux  droites  conjuguées. 

—  Relations  métriques  relatives  au  mouvement  infiniment  petit 
d'un  corps.  —  Constiuction  de  l'axe  de  rotation  quand  on  connaît 
les  directions  des  trajectoires  de  trois  points  du  corps.  —  Pro- 
priétés de  riiyperboloïde  à  une  nappe.  —  Analogies  entre  les  rota- 
tions d'un  corps  autour  de  divers  axes  et  les  systèmes  de  forces.  — 
Sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  —  Diverses  autres  équations 
analogues  exprimant  les  conditions  d'équilibre,  soit  d'un  système  de 
forces,  soit  d'un  système  de  rotations. 

ViLLARCEAu  (Yvon).  —  Élude  sur  le  mouvement  des  meules  horizon- 
tales de  moulins  à  blé,  et  méthodes  pour  les  équilibrer.  (60  p.) 

«  On  sait  qu'une  meule  ayant  été  préalablement  équilibrée  au 
repos,  c'est-à-dire  de  manière  qu'en  cet  état  sa  face  inférieure,  qui 
est  plane,  soit  horizontale,  cette  face  prend  ordinairement  une  incli- 
naison plus  ou  moins  prononcée  dès  qu'on  fait  tourner  la  meule 
autour  de  la  verticale  qui  passe  par  le  point  de  suspension.  Ce  résul- 
tat, nuisible  à  la  bonne  fabrication  de  la  farine,  est  dû  tant  aux  irré- 
gularités de  figure  delà  meule  qu'au  défaut  d'homogénéité  des  maté- 
riaux dont  elle  formée  ;  mais  on  peut  obvier  à  ces  inconvénients  en 
déplaçant  convenablement  certaines  masses  mobiles  dans  le  sens  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  face  inférieure,  qu'on  appelle  masses 
réglantes.  La  condition  à  remplir,  et  d'ailleurs  bien  connue,  consiste  à 
faire  que  la  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  et  le  point  de 


(')  Notes  sur  les  propriétés  générales  de  deux  corps  semblables  entre  eux  et  placés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  sur  le  déplacement  Uni  ou  inflnimont  petit 
d'un  corps  solide  liluc.  {Bulletin  de  Férussac,  t.  XIV.) 
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suspension  soit  un  axe  principal  d'inertie  pour  ce  dernier  point.  On 
ne  peut  songer  à  y  satisfaire  en  ayant  recours  aux  formules  qui  con- 
cernent les  moments  d'inertie  5  les  mêmes  causes  qui  produisent 
l'inclinaison  de  la  meule  pendant  son  mouvement  s'opposent  à  l'em- 
ploi de  ces  formules,  et  l'ouest  conduit  à  reclierclier,  dans  les  mouve- 
ments observés,  la  mesure  des. causes  d'irrégularité  qu'il  s'agit  de 
faire  disparaître. 

»  11  m'a  semblé  «  dit  jM.  \'illarceau  »  qu'une  étude  analytique  du 
mouvement  des  mevdes  horizontales  devait  conduire  à  la  solution  la 
plus  complète  du  problème,  et  indiquer  le  genre  et  le  mode  des 
observations  à  elfectuer,  ainsi  que  les  changements  à  faire  subir  aux 
positions  des  masses  réglantes.  D'ailleurs  une  pareille  étude  ajoute 
aux  applications,  encore  peu  nombreuses,  de  la  théorie  du  mouve- 
ment de  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  applications 
qui  se  réduisent  à  la  toupie,  au  gyroscope  et  aux  projectiles  ;  trop 
longtemps  on  s'est  borné  à  celles  que  nous  offre  la  Mécanique 
céleste.   » 

Nous  ne  pouvons  guère  entrer  dans  les  détails  de  la  solution  du 
problème  important  que  s'est  proposé  M.  \illarceau.  Ce  problème 
de  rotation  se  distingue  d'une  manière  remai-quable  de  ceux  que  l'on 
traite  habituellement.  Comme  on  ne  peut  prendre  pour  axes  coor- 
donnés les  axes  principaux  du  corps,  on  ne  peut  employer  les  for- 
mules d'Euler  ;  il  faut  avoir  recours  aux  formules  générales  données 
par  Lagrange.  En  se  bornant  à  une  approximation  du  deuxième  ordre, 
les  équations  différentielles  s'intègrent  par  le  seul  emploi  des  fonc- 
tions circulaires. 

Table  des  matières  contenues  dans  les  quinze  premiers  volumes.  (16  p.) 

Table  des  matières  par  noms  d'auteur.  (i4  p.) 
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MELANGES. 


SM  UNE  SIRFACE  DU  CIXQIJIÈME  ORDRE  ET  SA  REPRÉSENTATION  SIR  LE  PLAN; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Je  me  propose  d'étudier  dans  cette  Note  une  courbe  et  une  surface 
remarquables,  toutes  deux  du  cinquième  ordre,  qu'on  rencontre  dans 
la  théorie  des  surfaces  homofocales  du  second  degré.  Si  d'un  point  A 
on  mène  des  plans  tangents  à  une  série  de  surfaces  homofocales,  ou 
plus  généralement  inscrites  dans  une  même  développable,  le  lieu  des 
points  de  contact  est  la  surface  du  cinquième  ordre,  dont  nous  don- 
nons les  principales  propriétés.  Elle  admet  cinq  séries  de  coniques  et 
se  rapproche  par  là  des  surfaces  du  quatrième  ordre  à  ligne  double, 
auxquelles  elle  se  réduit  d'ailleurs  dans  quelques  cas  particuliers. 
Elle  a  un  point  triple,  le  point  A,  et  une  courbe  double  qui  a  été  con- 
sidérée par  M.  Chasles  dans  la  Note  XXVI  de  V Aperçu  historique^  qui 
a  créé  la  théorie  des  surfaces  homofocales.  Cette  courbe  double  est 
du  cinquième  ordre,  elle  est  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées 
du  point  A  sur  toutes  les  surfaces  homofocales.  C'est  à  la  surface 
précédente  que  j'essaye  d'appliquer  les  méthodes  de  M.  Clebsch,  en 
donnant  sa  représentation  sur  un  plan.  Cette  représentation  peut  s'ef- 
fectuer soit  par  l'analyse,  soit  par  des  considérations  géométriques. 

1 .  Remarques  préliminaires  sur  les  surfaces  homofocales. — Appelons, 
avec  M.  Reye  ('),  axe  d'une  surface  du  second  ordre  toute  droite 
perpendiculaire  à  sa  polaire.  On  reconnaît  sans  difficulté  que  tout 
diamètre  de  la  surface,  toute  droite  parallèle  à  un  axe  de  symétrie, 
tout  axe  d'une  section  plane  d'un  cône  circonscrit,  toute  perpendi- 
culaire abaissée  d'un  point  sur  son  plan  polaire  sont  des  axes  de  la 
surface.  Ces  axes  demeurent  les  mêmes  pour  toute  surface  homofocale 
ou  homothétique  à  la  proposée.  Si  l'on  prend,  par  exemple,  lui  sys- 
tème de  surfaces  homofocales,  l'eusemble  des  axes  est  formé  de  toutes 
les  normales  aux  différentes  surfaces,  et,  d'après  une  proposition 
maintenant  bien  connue,  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  P  par  rapport  à 

(')  Re\e,  Géométrie  der  Lage.  Hannover,  Cari  Rûmpler,  iSGH,  y.  i^G. 
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toutes  les  surfaces  est  une  droite  normale  au  plan  P  et  passant  par 
le  point  de  contact  de  ce  plan  et  de  la  surface  homofocale  qui  lui 
est  tangente.  L'ensemble  de  ces  droites  a  été  étudié  d'abord  par 
M.  Chasles  { *),  puis  par  MM.  Reye,  Klein  et  Lie  ('). 

On  peut  définir  de  la  manière  suivante  l'ensemble  ou  complexe 
des  axes,  indépendamment  de  toute  surface  du  second  degré. 

Considérons  un  tétraèdre  (qui,  dans  le  cas  des  surfaces  liomofo- 
cales,  est  formé  des  trois  plans  de  symétrie  et  du  plan  de  l'infini). 
Toute  droite  faisant  partie  du  complexe  de  rayons  considéré  satisfait 
aux  deux  conditions  suivantes,  dont  l'une  entraîne  l'autre  :  elle  coupe 
les  quatre  faces  du  tétraèdre  en  quatre  points  dont  le  rapport  anhar- 
monique  est  constant;  les  quatre  plans  menés  par  la  droite  et  les 
quatre  sommets  du  tétraèdre  ont  un  rapport  anharmonique  constant, 
dont  la  valeur  est  égale  à  celle  du  rapport  précédent. 

Quelle  est  la  nature  de  la  courbe  enveloppée  par  ceux  des  rayons 
qui  sont  situés  dans  un  plan  P  ?  Ces  rayons  doivent  couper  les  quatre 
droites,  intersections  du  plan  P  et  du  tétraèdre,  en  quatre  points  dont 
le  rapport  anharmonique  est  constant.  Ils  envelopperont,  par  consé- 
quent, une  conique  tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre.  [Dans  le 
cas  des  surfaces  homofocales,  cette  conique  sera  une  parabole  tan- 
gente aux  trois  plans  de  symétrie  (').] 

De  même,  celles  des  droites  du  complexe  passant  par  un  point  dé- 
criront un  cône  du  second  degré,  contenant  les  quatre  sommets  du 
tétraèdre.  (Ce  cône,  dans  le  cas  des  surfaces  homofocales,  passe  par  le 
centre  et  a  trois  génératrices  parallèles  aux  axes.) 

L'ensemble  des  droites  forme  donc  ce  que  Pliicker  appelle  un  com- 
plexe du  second  degré.  Ce  complexe  se  distingue  des  complexes  gé- 
néraux par  cette  propriété  caractéristique,  que  toute  ligne  passant 
par  un  des  sommets  ou  située  dans  une  des  faces  d'un  tétraèdre  ap- 
partient au  complexe  (*). 

Revenons  maintenant  au  système  des  surfaces  homofocales.  Dans 
ce  cas  on  est  conduit  à  adjoindre  aux  rayons,  ou  axes,  de  nouveaux 
éléments  géométriques.  Chaque  rayon  R  étant  normal  à  l'une  des 


(')  j4 perçu  historique.  Note  XXVI,  p.  4' 2  de  l'édition  allemande. 

(°)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  t.  LXXI,  6  et  i3  juin  1870. 

(•)  Aperçu  historique,  Note  XXVI,  §  3. 

{*^  Voir  les  Notes  déjà  citées  de  MM.  Klein  et  Lie. 
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surfaces  honiofocales,  le  pied  r  de  cette  normale  et  le  plan  tangent 
en  r  doivent  être  considérés.  Le  rayon  R  sera  le  lieu  des  pôles  du 
plan  P  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  homofocales.  Le  point  r 
donne  lieu  d'ailleurs  à  un  rapport  anliarmonique  constant  avec  trois 
quelconques  des  quatre  points  d'intersection  du  rayon  et  des  faces  du 
tétraèdre. 

Si  un  plan  P  contient  l'axe  d'un  plan  P',  réciproquement  le  plan 
P'  contiendra  l'axe  du  plan  P. 

Quand  des  plans  P  sont  tangents  à  une  surface  non  développable, 
les  axes  correspondants  forment  un  système  de  rayons  rectilignes,  ou 
ce  que  Pliicker  appelle  une  congruence^  c'est-à-dire  qu'il  passe  un 
nombre  limité  de  rayons  par  chaque  point  de  l'espace.  Nous  avons 
déjà  dit  quelques  mots,  dans  un  tiavail  précédent  (^),  de  ces  systèmes 
de  rayons,  ou  plutôt  de  leurs  polaires  réciproques.  Nous  n'exami- 
nerons ici  que  les  problèmes  simples  dont  la  solution  nous  est  indis- 
pensable. 

Supposons  que  des  plans  P  soient  assujettis  à  passer  par  une  droite 
D  :  quel  sera  le  lieu  de  leurs  axes  ?  Pour  résoudre  ce  problème,  clier- 
clions  le  lieu  des  pôles  des  plans  passant  par  D,  par  rapport  à  toutes 
les  surfaces  homofocales. 

Prenons  d'abord  une  de  ces  surfaces  S  et  faisons  tourner  le  plan  P 
autour  de  la  droite  D,  le  lieu  des  pôles  sera  une  droite  A  polaire  de  D 
par  rapport  à  S;  si  l'on  prend  successivement  les  dillcrentes  surfaces 
S',  S",.- -7  on  voit  que  le  lieu  cherché  est  une  surface  réglée,  engen- 
drée par  les  droites  A',  A",...,  polaires  de  D  par  rapport  aux  diffé- 
rentes surfaces  homofocales. 

Supposons,  au  contraire,  qu'on  laisse  fixe  le  plan  P  passant  par  D  : 
le  lieu  de  ses  pôles  par  rapport  aux  différentes  surfaces  homofocales 
sera  une  droite,  axe  du  plan  P.  Le  lieu  cherché  peut  donc,  d'une  se- 
conde manière,  être  considéré  comme  une  surface  réglée,  engendrée 
par  les  axes  des  plans  passant  par  la  droite  D.  Puisque  la  surface  ad- 
met deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes,  elle  est  du  second  de- 
gré, et  l'on  peut  énoncer  ce  théorème  de  M.  Chasles  : 

Le  lieu  des  axes  des  plans  passant  par  une  droite  D  est  un  parabo- 
loïde  hyperbolique  dont  les  génératrices  du  second  système  sont  les  polaires 
de  la  droite  1)  par  rapport  aux  différentes  surfaces  homofocales. 


(')  Voir  [itiUetiii,  t.  I,  p.  3'|8. 
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Ce  paraboloïde  est  tangent  aux  trois  plans  de  symétrie. 

Les  pieds  des  dilïérents  rayons  forment  une  courbe,  lieu  des  points 
de  contact  des  plans  tangents  menés  par  la  droite  D  aux  diiïérentes 
surfaces.  Cette  courbe,  située  sur  le  paraboloïde,  lieu  des  axes,  est 
coupée  en  un  point  par  ces  axes,  en  deux  points  par  les  génératrices 
de  l'autre  système.  C'est  donc  une  cubique  gauclie.  On  voit  donc  que  : 

Si  par  un  point  d'une  droite  on  mène  dçs  plans  tangents  à  toutes  les 
surfaces  homo focales,  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  cubique  gauche 
coupant  en  deux  points  la  droite,  le  cercle  de  V infini,  les  trois  focales. 

Cette  cubique  gauche  se  décompose,  dans  quelques  cas  particu- 
liers, en  une  droite  et  luie  conique,  ou  même  en  trois  droites.  Elle 
devient  une  courbe  plane,  dans  le  cas  suivant. 

Imaginons  que  la  droite  D  par  laquelle  on  mène  tous  les  plans  P 
soit  un  axe.  Dans  ce  cas,  tous  les  plans  passant  par  cet  axe  R  ont 
leurs  axes  R'  dans  le  plan  P  correspondant  au  rayon  R  et  le  coupant 
en  r.  Ces  axes  R'  enveloppent,  on  l'a  vu,  une  parabole  5  le  lieu  cher- 
ché est  la  podaire  du  point  r  par  rapport  à  celte  parabole.  On  a  donc 
la  proposition  suivante  (  *  )  : 

Quand  une  droite  D  est  axe  des  surfaces,  les  axes  des  plans  passant 
par  cette  droite  enveloppent  une  parabole  située  dans  le  plan  conjugué  à 
cet  axe;  les  points  de  contact  de  ces  plans  ou  les  pieds  des  axes  situés 
dans  un  plan  forment  une  courbe  du  troisième  ordre  podaire  de  parabole, 
ayant  un  point  double  au  point  de  rencontre  du  plan  et  de  la  droite  D. 

Cette  courbe  du  troisième  ordre  est  la  focale  à  nœud. 

Dans  le  cas  général  où  la  droite  D  n'est  pas  axe,  la  cubique  est 
gauche^  mais  si  la  droite  D  est  dans  l'un  des  plans  tangents  K  à 
toutes  les  surfaces  homofocales,  la  cubique  se  décompose.  En  efibt, 
quand  le  plan  variable  P  passant  par  la  droite  D  coïncidera  avec  le 
plan  K,  il  y  aura  une  infinité  de  points  de  contact  sur  la  génératrice  L 
de  contact  du  plan  K  et  de  la  développable  II  circonscrite  à  toutes 
les  quadriques.  Par  suite,  la  cubique  gauche  se  décomposera  en  une 
droite  L  et  en  une  conique  rencontrant  cette  droite  et  tangente  au 
plan  K.  Cette  conique  devra  rencontrer  en  un  point  les  trois  focales, 
le  cercle  de  l'infini. 

(')  Voir  Aperçu  kistorir/ue,  1.  c. 
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Enfin,  si  la  droite  D  est  tangente  double  de  la  développable  H  : 
pour  deux  positions  du  plan  P,  on  aura  deux  droites  de  contact,  L, 
L'^  la  troisième  droite  qui  complète  la  cubique  sera  la  droite  D  elle- 
même,  génératrice  rectiligne  de  l'une  des  surfaces. 

Ces  propositions  s'appliquent  au  cas  où  la  cubique  est  plane.  Ainsi 
loi'squ'un  axe  est  situé  dans  un  plan  tangent  à  la  développable  II 
suivant  la  droite  L,  la  cubique  se  décomposera  dans  la  droite  L  et 
dans  une  conique  touchant  L  en  un  point. 

Supposons  maintenant  que  les  plans  P  soient  simplement  assujettis 
à  passer  par  un  point  A.  Dans  ce  cas,  à  chaque  plan  correspond  un 
axe  dépendant  des  deux  variables  qui  fixent  la  direction  du  plan.  On 
a  donc  un  système  de  rayons  rectilignes.  Nous  allons  montrer  que 
ces  rayons  sont  les  tangentes  doubles  d'une  développable  du  qua- 
trième ordre  formée  par  les  plans  osculateurs  d'une  cubique  gauche. 

En  effet,  considérons  le  cône  C  des  axes  passant  par  A.  A  toute 
génératrice  du  cône  correspond  le  plan  dont  elle  est  un  axe.  Ce  plan 
peut  être  considéré  comme  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à 
l'une  des  surfaces  homofocales.  Les  plans  correspondant  aux  axes 
passant  par  A  sont  donc  les  plans  polaires  du  point  A  par  rapport  à 
toutes  les  surfaces  homofocales.  Soit  ^  la  développable  qu'ils  enve- 
loppent. 

Soit  maintenant  un  plan  P  passant  par  A,  il  coupe  le  cône  des 
normales  suivant  deux  droites  R,  Ri,  et  son  axe  est  l'intersection  des 
plans  correspondants  à  ces  axes  R,  Ri ,  Donc  : 

Les  axes  correspondants  à  tous  les  plans  passant  par  un  point  sont 
les  intersections  de  deux  plans  tangents  à  la  développable  V,  c'est-à-dire 
ce  sont  les  tangentes  doubles  et  les  génératrices  de  cette  surface. 

Ce  théorème,  sans  proposition  nouvelle,  va  nous  permettre  de 
reconnaître  la  nature  de  la  développable  'F.  Nous  avons  vu  que  les 
axes  des  plans  P,  passant  par  une  droite,  engendrent  une  surface  du 
second  degré.  Donc,  avec  les  tangentes  doubles  de  la  développable  ^, 
on  peut  former  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré.  Cette  déve- 
loppable^, étant  formée  par  les  plans  tangents  communs  à  une  série 
de  surfaces  du  second  degré  dépendant  de  deux  paramètres,  ne  peut 
être  qu'une  développable  formée  des  plans  osculateurs  d'une  cubique 
gauche.  On  a  donc  le  théorème  suivant  (M  : 


(')  Voir  Aperçu  historique,  1.  c. 
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Les  axes  correspondants  à  tous  les  plans  P  passant  par  un  point  A 
sont  les  tangentes  doubles  d'une  surface  développable  ^,  enveloppe  des 
plans  polaires  de  A  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  homo focales.  Les 
génératrices  de  cette  surface  sont  les  axes  des  plans  tangents  au  cône  des 
normales  menées  par  A.  Cette  surface  développable  est  formée  par  les 
plans  osculateurs  d'une  cubique  gauche.  Elle  est  tangente  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  conjugué  commun  aux  trois  plans  tangents  aux  qua- 
driques  homofocales  passant  en  A,  et  elle  est  coupée  par  les  plans  tan- 
gents suivant  les  paraboles  enveloppes  des  axes  dans  ce  plan. 

2.  Nous  avons  déjà  trouvé  le  lieu  des  pieds  des  axes  situés  dans 
un  plan^  cherchons  maintenant  le  lieu  des  pieds  des  normales  me- 
nées par  un  point.  Cette  courbe  est  sur  le  cône  des  normales,  et  elle 
peut  être  aussi  définie  comme  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  A  sur  les  plans  polaires  de  A.  C'est  donc  ce  qu'on  peut 
appeler  une  podaire  de  cubique  gauche,  et,  par  conséquent,  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  autre  cubique  gauche, 
polaire  réciproque  de  la  première  par  rapport  à  une  sphère  ayant 
son  centre  en  A.  La  première  cubique  gauche  ayant  un  plan  tangent 
à  l'infini,  la  seconde  passera  au  point  A,  et  sa  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  sera  du  cinquième  ordre.  Cette  transformée 
passe  aussi  au  point  A  et  y  a  un  point  triple,  les  trois  branches  étant 
normales  -respectivement  aux  trois  surfaces  homofocales  passant 
en  A. 

Cette  courbe,  d'après  sa  construction,  appartient  à  la  classe  de 
celles  dont  les  points  se  déterminent  individuellement.  C'est  ce  que 
confirme  le  calcul  suivant. 

Soient  : 


À  b A  C  —  /  d  —  >i 

l'équation  en  coordonnées  homogènes  des  surfaces  homofocales; 
a:',  y',  z',  t' les  coordonnées  du  point  A.  Le  plan  polaire  de  ce  point  par 
rapport  à  l'une  des  surfaces  aura  pour  équation 

,    .    '  xx'  ty'  zz'  tt' 

Les  coordonnées   d'un  point   de  la  perpendiculaire  menée  par  le 
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point  A  s'expriment  par  les  formules 

(3)  /,^==^'___,        /,^::=y  __£_,..., 

k  étant  un  facteur  de  proportionnalité  et  u  étant  une  arbitraire 
dépendant  de  la  position  du  point  sur  la  droite,  et  que  nous  allons 
déterminer  en  exprimant  que  le  point  se  trouve  dans  le  plan  polaire. 
Posons,  pour  abréger, 

'  «—A       6— A       c—1       a—/ 

l'équation  qui  détermine  U  peut  s'écrire 

(5)  L~u'^  =  o, 

et,  par  suite,  on  aura,  pour  l'expression  de  l'une  quelconque  des 
coordonnées, 

dL 

Transformons  la  valeur  du  polynôme  L,  en  introduisant  à  la  place 
des  constantes  a;',  y'.,  z\  t' les  paramètres  a,  /3,  y  des  surfaces  lio- 
mofocales  passant  en  A.  On  peut  poser 

où 

l  f{x)=z  [x  ~  a){x  —  6)(^  —  c)[x  —  d), 
\  c^{x)  =  {x  —  cc)[x  —  i^)[x  —  y); 


(8) 


alors,  d'après  un  théorème  de  la  théorie  des  fractions  rationnelles, 
L  prendra  la  forme 

(9)  '■— 7w' 

et  les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  pourront  s'écrire  défini- 
tivement 

(■»)  '•  1^ =G4;  H-  j^ + ^  -  rb  -  >:^.  -  ,4rf)/(^)?w 

qui  sont  bien,  comme  on  le  voit,  du  cinquième  ordre  en  1. 
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Cette  courbe  peut  encore  être  définie  comme  le  lieu  des  pieds  des 
normales  abaissées  de  A  sur  toutes  les  coniques,  intersections  de 
cbaque  siirface  par  le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  cette  surface. 

3.  De  la  surface  S,  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
menés  par  un  point. 

Si  d'un  point  A  on  mène  des  plans  tangents  aux  surfaces  homo- 
focales,  le  lieu  des  points  de  contact  constitue  une  surface  qu'on  peut 
engendrer  de  la  manière  suivante. 

Soit  S  une  des  surfaces  du  second  degré.  Le  lieu  des  points  de  con- 
tact pour  cette  surface  est  une  conique.  L'ensemble  de  ces  coniques 
forme  la  surface  E,  qui  peut  être  considérée  comme  formée  de  trois 
nappes,  correspondant  aux  trois  séries  de  focales  et  se  réunissant  l'une 
à  l'autre  aux  deux  focales  réelles. 

La  surface  2  contient  les  trois  focales,  le  cercle  de  l'infini,  les  six 
génératrices  des  surfaces  passant  en  A  et  situées  deux  à  deux  dans 
les  trois  plans  tangents  aux  surfaces  passant  en  A.  On  sait  que  ces 
six  génératrices  sont  les  focales  des  cônes  circonscrits  à  toutes  les 
surfaces  liomofocales  et  ayant  le  point  A  pour  sommet.  Elles  sont  les 
six  arêtes  de  l'angle  tétraèdre  formé  par  les  quatre  plans  tangents 
communs  à  toutes  les  surfaces  menées  par  le  point  A.  Ces  plans  sont 
aussi  les  plans  menés  par  A  tangentiellement  à  la  développable  II 
circonscrite  à  toutes  les  surfaces  liomofocales  -,  ils  touchent  cette  dé- 
veloppable suivant  quatre  génératrices  qui  appartiennent  encore  à  la 
siu-face  2.  Cette  surface  contient  donc  au  moins  dix  droites. 

La  surface  2  a  évidemment  une  ligne  double,  qui  est  le  lieu  des 
pieds  des  normales  menées  de  A.  Considérons,  en  effet,  un  point  M  de 
cette  courbe  ;  la  droite  AM  étant  normale  à  une  quadrique  sera  tan- 
gente à  la  ligne  d'intersection  des  deux  autres  surfaces  passant  en  M. 
Les  coniques  correspondantes  à  ces  surfaces  passeront  au  point  jM  et 
s'y  couperont  à  angle  droit.  La  tangente  à  la  courbe  lieu  des  pieds  des 
normales  déterminera,  avec  les  tangentes  aux  deux  coniques,  les 
deux  plans  tangents  aux  deux  nappes  passant  en  M. 

Le  degré  de  2  peut  se  déterminer  de  la  manière  suivante.  Consi- 
dérons une  droite  quelconque  passant  par  A.  Cette  droite  coupe,  au 
point  A,  les  trois  nappes  de  la  surface^  d'ailleurs  elle  est  tangente  à 
deux  surfaces  liomofocales  en  deux  points  qui  appartiennent  aussi 
à  2.  La  surface  est  donc  coupée  par  toute  droite  passant  par  A  en 
cinq  points;  elle  est  du  cinquième  ordre. 
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Cette  conclusion  se  confirme  par  l'étude  d'une  série  de  sections 
planes.  Soit  P  le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  une  des  quadriquesS. 
Ce  plan  contient  une  conique  K,  intersection  de  S  et  de  P.  Cher- 
clions  les  autres  points  de  la  surface  X  contenus  dans  P.  Soit  m  un  de 
ces  points.  Le  plan  langent  à  une  des  trois  quadriques  passant  par  m 
devra  aller  passer  en  A.  Ce  plan  a  pour  axe  la  perpendiculaire  qui  lui 
est  menée  en  m-,  cet  axe  doit,  d'ailleurs,  passer  par  le  pôle  du  plan 
par  rapport  à  S,  pôle  qui  est  dans  le  plan  P.  L'axe  du  plan  doit  donc 
être  tout  entier  dans  le  plan  P,  et  l'on  a  à  clierclier  le  lieu  des  pieds 
des  axes  situés  dans  ce  plan.  Ce  lieu  est  une  courbe  du  troisième 
ordre  F,  déjà  considérée.  La  section  complète  de  la  surface  se  com- 
pose donc  d'une  conique  et  d'une  courbe  du  troisième  ordre,  la  focale 
à  nœud  de  Quetelet. 

Dans  le  plan  P  se  trouvent  plusieurs  courbes  remarquables  déjà 
considérées  :  i°  la  parabole  Q  enveloppe  des  axes 5  2°  la  conique  K, 
section  de  la  quadrique  S  par  P-,  3°  la  focale  à  nœud  F,  podaire  du 
pied/)  de  l'axe  de  P,  par  rapport  à  la  parabole  P  5  4°  la  section  I,  hy- 
perbole équilatère  du  cône  des  normales  par  le  plan  P.  Ces  diffé- 
rentes courbes  donnent  lieu  à  des  relations  géométriques:^  signalons 
les  plus  importantes  :  i**  le  point  p  se  trouve  sur  la  directrice  de  la 
parabole  Q  5  2°  cette  directrice  est  le  lieu  des  centres  des  sections 
faites  dans  les  quadriques  par  le  plan  P5  3°  la  parabole  Q  et  l'hy- 
perbole équilatère  I  sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  co- 
nique K  ;  4''  la  focale  à  nœud  est  le  lieu  des  pieds  des  normales  ou 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  p  k\a  conique  K  et  à 
toutes  les  courbes  homofocales;  5°  en  chaque  point  de  la  focale  F, 
deux  des  coniques,  sections  de  quadriques  qui  passent  en  ce  point, 
sont  tangentes  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  troisième  -,  6"  en 
ce  qui  concerne  la  surface  S,  les  pieds  des  normales  abaissées  de  p  sur 
la  conique  K  sont  des  points  de  la  courbe  double  ^  le  plan  P  est  plan 
tangent  doulile  de  la  surface,  et  ses  points  de  contact  sont  ceux  des 
tangentes  menées  de  p  à  la  conique  K  ;  7"  la  polaire  du  point  p  par 
rapport  à  la  conique  K  est  la  génératrice  de  ^  située  dans  le  plan  P. 

4.  Application  de  la  aurface  sur  un  plan.  —  Nous  avons  vu  que, 
si  par  le  point  A  on  mène  un  plan  P,  l'axe  de  ce  plan  est  une  tan- 
gente double  d'une  développable  de  troisième  classe  ^.  Cet  axe 
coupe  le  plan  en  un  point  de  la  surface  2.  Les  points  de  cette  surface 
se  déterminent  donc  individuellement.  Si  l'on  considère  un  plan  quel- 
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conque  U,  à  toute  droite  de  ce  plan  correspondra  un  plan  passant 
par  A  et  par  celte  droite  et  le  point  de  la  surlace  déterminé  par  ce 
point.  La  surface  est  donc  représentée  sur  le  plan. 

Considérons  l'axe  d'un  plan  P  passant  par  A  ;  cet  axe  R  coupe  le 
plan  en  un  point  M  de  la  surface.  Il  importe  d'expliquer  comment 
le  point  M  se  distingue  des  quatre  autres  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  2.  C'est  que  par  l'axe  R  on  peut  mener  deux  plans  tan- 
gents à  la  surface  W.  Ces  plans  contiennent  deux  coniques  de  S  cou- 
pant R  en  quatre  points  distincts.  Le  point  M  se  distingue  donc  des 
précédents  par  une  propriété  géométrique  qui  permet  de  le  détermi- 
ner individuellement. 

Au  moyen  de  la  représentation  j)récédente  de  la  surlace,  on  peut 
étudier  sans  difficulté  la  nature  des  courbes  tracées  sur  cette  sur- 
face et  reconnaître  l'existence  de  plusieurs  séries  de  coniques  et  de 
cubiques  gauches  ou  planes.  Prenons,  par  exemple,  tous  les  plans 
passant  par  une  droite  D  menée  par  A.  A  tous  ces  plans  correspon- 
dront une  série  de  points  de  la  surface  situés  sur  une  cubique  gauche. 
Il  y  a  donc  sur  la  suxface  une  première  série  de  cidjiques.  On  peut 
faire  passer  une  de  ces  courbes  par  deux  points  quelconques  de  la 
surface  ÏNIjM'.  En  efïeL,  les  plans  passant  par  A  et  donnant  ces  deux 
points  M,  M'  se  couperont  suivant  une  droite;  tous  les  plans  pas- 
sant par  cette  droite  donneront  une  cubique  passant  par  les  deux 
points  M,  M'. 

Ces  cubiques  deviennent  planes  toutes  les  fois  que  la  droite  D  fait 
partie  du  cône  des  normales,  elles  sont  alors  les  sections  de  la  sur- 
face déjà  considérée  par  les  plans  polaires  de  A. 

A  toutes  les  droites  D  situées  dans  un  plan  correspond  sur  la  sur- 
face un  faisceau  de  cubiques  gauches,  déterminées  par  un  point  et 
passant  par  un  point  fixe.  Parmi  les  plans  passant  par  A  se  trouvent 
quatre  plans  remarquables  :  Q,  Qt,  Qî,  Q3.  Ce  sont  ceux  qui  sont 
tangents  à  toutes  les  surfaces  et  à  leur  développable  circonscrite  H. 
Ils  contiennent  leur  axe,  qui  est  la  génératrice  de  contact  du  plan  et 
de  la  développable  II.  Pour  toutes  les  droites  passant  par  le  point  A 
et  situées  dans  l'un  de  ces  plans  Q,  par  exemple,  la  cubique  gauche 
se  décompose  en  :  i**  la  droite  (J,  génératrice  de  contact  du  plan  Q  et 
de  n  ;  2°  une  conique  rencontrant  la  droite  d  et  tangente  au  point  de 
rencontre  avec  cette  droite  au  plan  Q  (  ^  ) .  On  obtient  donc  quatre 

(')  Foir  plus  haut,  3. 
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néries  nourellea  de  sections  coniques,  correspondant  aux  droites  des 
plans  Q,  Qi,  Qî,  Qs-  Etudions  la  disposition  de  l'une  quelconque  de 
ces  séries,  celle  qui  correspond  aux  droites  situées  dans  le  plan  Q  et 
passant  par  A. 

Ce  plan  Q  coupe  la  surface  :  i''  suivant  trois  droites  a,  a',  a",  qui 
sont  trois  génératrices  des  surfaces  quadriques  passant  en  A;  2°  il 
est  tangent  en  tous  les  points  de  la  droite  J,  génératrice  de  contact  du 
plan  Q  et  de  II.  Les  trois  autres  génératrices  j3,  (3',  j3"  des  trois  qua- 
driques sont  les  intersections  des  autres  plans  Qi,  Qs,  Q3  et  forment 
un  trièdre.  Par  toute  droite  D  passant  par  A  dans  le  plan  Q,  on  pourra 
faire  passer  trois  plans  contenant  j3,  |S',  |3".  Ces  trois  plans  seront  tan- 
gents aux  surfaces  qui  admettent  ces  droites  pour  génératrices  en  un 
point  de  ces  génératrices,  et  il  est  évident  que,  lorsque  la  droite  D 
variera  dans  le  plan,  les  trois  plans  tangents,  et  par  conséquent  leurs 
points  de  contact,  formeront  trois  séries  homograpliiques.  On  a  donc 
la  proposition  suivante  : 

Les  plans  des  coniques  correspondantes  aux  droites  du  plan  Q  enve- 
loppent une  développable  de  troisième  classe,  tangente  aux  trois  faces  du 
trièdre  Qi{)iQz-  ^^s  coniques  coupent  la  droite  d  et  sont  tangentes  au 
plan  Q,  à  leur  point  de  rencontre  avec  cette  droite  à  [^). 

Deux  coniques  appartenant  à  la  niènic  série  n'ont  aucun  point 
commun  (si  ce  n'est  sur  la  courbe  double);  deux  coniques  apparte- 
nant à  des  séries  différentes  se  coupent  toujours  en  un  point. 

Les  plans  tangents  doubles  enveloppent  cinq  culiiques  gauches. 
Parmi  les  droites  D  situées  dans  le  plan  Q,  s'en  trouvent  deux  remar- 
quables :  ce  sont  les  axes  situés  dans  ce  plan  Di,  D,,  coupant  la  droite  ^ 
en  deux  points  ai,  a^^  qui  sont  des  points  de  la  courbe  double  pour 
lesquels  les  plans  tangents  aux  deux  nappes  se  confondent.  A  cha- 
cune de  ces  droites  correspondent  deux  plans  passant  par  ^  et  cou- 
pant la  surface  suivant  cJ,  et  deux  coniques  appartenant  à  deux  séries 
dilïérentes  et  tangentes  en  «j,  a^  à  la  droite  d.  Nous  bornerons  là  ce 
que  nous  avons  à  dire,  pour  ne  dévelo])per  que  la  méthode  analy- 
tique. 


(')  Il  y  a  une  proposition  analogue  pour  les  cubiques  gauches  correspondantes  aux 
droites  situées  dans  un  plan  :  elles  coupeiil  les  six  droites  passant  par  A  en  six  séries 
de  points  homo|^iai)lii(|U('s. 


{'0 
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5.  Élude  analytique  de  la  surface  "L. 
Soit 


5i 


a  —  À 


+ 


f/-X 


=  o 


l'équation  générale  des  surfaces  inscrites  dans  une  même  dévelop- 
pable  n,  et  désignons  par  x\  y\  z\  t' les  coordonnées  du  point  A. 
Les  formules  (  7  )  donnent  les  valeurs  de  ces  coordonnées  en  fonction 
des  paramètres  a,  (3,  y  des  trois  surfaces  du  système  passant  en  A. 
Le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la  surface  (X)  aura  pour 
équation 

xx'  yy'  zz'  tt' 


,2) 


a  —  X       b  —  X 


d-l 


o; 


son  équation  étant  du  troisième  degré  en  X,  on  voit  que  ce  plan 
polaire  enveloppe  une  développable  'P  du  troisième  ordre  et  de  la 
troisième  classe.  D'ailleurs,  pour  les  valeurs  de  X, 


X  =  «,     X  =.  6, 
on  obtient  les  quatre  plans 


a:  =  o, 


r=o, 


Cy    X  =  d. 


o,     t^=o. 


Cette  développable  'F  sera  donc  tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre 
conjugué  à  toutes  les  surfaces,  ce  qui  confirme  les  résultats  que  nous 
avons  déjà  obtenus. 

L'équation  de  la  surface  S  s'obtiendra  en  éléminant  X  entre  les 
deux  équations  (11),  (12).  Ou  obtiendra  ainsi  une  équation  du  neu- 
vième ordre,  qui  se  réduira  au  cinquième  après  la  suppression  du 
facteur  xyzt.  On  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme  d'un  dé- 
terminant du  sixième  ordre,  qui  est 


;'3) 


X 

ax 

a-x 

x' 

ax' 

a'x' 

y 

by 

by 

f 

by' 

by 

cz 

c^z 

z' 

cz' 

C'i' 

t 

dt 

dH 

t' 

dt' 

du' 

>  —      o         o         >  0  o 

^  a  ^    a 


Zx- 


o      'Lxx' 


Cette  équation  montre  que  la  surface  se  réduira  au  quatrième  ordre  si 

4. 
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x'=o^  c'est-à-dire  si  le  point  A  se  trouve  sur  une  des  faces  du 
tétraèdre,  et  au  troisième  ordre  si  x'  =  y'  =i  o,  c'est-à-dire  si  le  point 
se  trouve  sur  une  des  arêtes  du  tétraèdre.  Nous  ne  considérons  que 
le  cas  général,  celui  où  le  point  A  n'est  dans  aucune  des  faces  du 
tétraèdre  conjugué. 

Au  lieu  de  faire  l'élimination,  on  peut  chercher  à  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S  en  fonction  de  deux  variables 
indépendantes.  C'est  ce  qu'il  est  possible  d'eifectuer  à  l'aide  du  pro- 
cédé suivant. 

Imaginons  que,  dans  l'équation  (12),  on  regarde  x,  y.  z,  t  comme 
connus.  Cette  équation  fournira  pour  X  trois  valeurs,  qui  seront  les 
paramètres  des  plans  tangents  à  la  développable  ^  et  passant  par 
le  point  considéré.  On  obtient  ainsi  un  nouveau  système  de  coor- 
données, dans  lequel  on  détermine  un  point  de  l'espace  par  les 
paramètres  des  plans  tangents  à  la  développable  ^  et  passant  par  ce 
point.  Soient  jO,  pi,  pt  les  paramètres  des  trois  plans  passant  par  un 
point  [x^y^  z^  t).  Ces  trois  paramètres  seront  racines  de  l'équa- 
tion (12),  et  l'on  pourra,  d'après  la  théorie  des  fractions  rationnelles, 
exprimer,  à  un  facteur  constant  près,  dont  la  valeur  est  indifférente, 
.r,  y,  z,  t  en  fonction  de  p,  jOi,  Oz-  On  a  ainsi 


(î4; 


ou 


/(a) 

{  /.,..'       (6-p)(6-p,)(6-p.) 
ïhj    = Jjf^ ' 


f{x)  =  {x  —  a)ix  —  b)ix—c{x  —  d)  {'). 


Pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  S,  il  faudra  exprimer  qu'une 
racine  de  l'équation  (12),  p  par  exemple,  satisfait  à  l'équation  (i  i), 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

Si  nous   remplaçons  x^  y^  z^  t  par  leurs  valeurs  tirées  des  for- 

(')  Voir  la  formule  (8)  :  nous  conservons  les  mêmes  notation!^. 


=  O. 

P 
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mules  {i4)i  nous  obtenons  la  condition 

/  r^  y  («  -  o){a  -  p.Yla  -  p.)'  _ ^  _     \icc-p){cc-  p.)'(«  -  p.Y 

qui  peut  èti-e  considérée  comme  l'équation  de  la  surface  dans  le  sys- 
tème de  coordonnées  (jO,  |0,,  p^).  Cette  équation  étant  du  premier 
degré  en  p,  si  l'on  en  déduit  la  valeur  p  et  c|u'on  substitue  cette  valeur 
dans  les  équations  (i4):  on  a  les  expressions  de  a;,  j/,  5;,  t  en  fonction 
de  deux  paramètres  pi,  pa.  Ces  deux  paramètres  sont  les  deux  racines 
de  l'équation  (12)  qui  ne  sont  pas  communes  à  l'équation  (11).  Cha- 
cun dé  ces  paramètres  déterminant  un  plan,  leur  ensemble  détermi- 
nera une  droite  tangente  double  de  la  développable  'F,  en  sorte  que 
la  représentation  de  la  surface  revient  à  celle  que  nous  avons  déjà 
donnée  §  4. 

Posons,  pour  abréger, 

(,n^  A   —   («  —  P-)(^   -P^-)  p_(6-p,)(6-pO 

(in)         A — 77777 — ^ î     Jd — ,/-.,,  . '•••1 

^.«  ^  p  —  i^-p)i^-p>)        17  _  (p  — p)((3-p,)        p  _  (-/-fi)(y-p.) 

(10)    Jii  =  n^ r >        r  —  77-5-7 >        Ij ■ 77 — ^ f 

x,o'{a)  ro9([3)  2«9{y) 

en  introduisant  les  notations 


(19)     -«=\/4^r  >'»=\/4l^'  ^»-^\/4^' 

^  V  ?  (a)  V  ?  (P)  V  9  (y) 

soit  encore 


(20)     . 


on  aura 

(21)  p 


T' 


et  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  seront  données  par  les 
formules 

NX=:A(S  — «T), 

,      ,  ,  NY  =  B(S-6T), 

22}  < 

'     '  ^  NZ  =:C(S-  cT), 

\  Nï,  =  D(S-(/T),  . 
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où  N  désigne  un  l'acleur  indéterminé  dont  l'introduction  provient  de 
ce  que  les  coordonnées  j?,  y,  z,  t  sont  homogènes.  On  déduit  facile- 
ment, des  formules  précédentes,  la  suivante,  où  entre  une  arbitraire  n 
et  qui  les  contient  toutes  : 

(.3)  ^yj^^(p-«)(p,-^)  „T). 

Les  formules  qui  précèdent  ont  un  inconvénient  assez  grave.  Pour 
un  système  de  valeurs  de  f^i  et  de  p^^  les  coordonnées  du  point  de  la 
surface  sont  bien  déterminées,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  A 
un  point  de  la  surface  correspondront  deux  systèmes  de  valeurs  pour 
jOi,  p2î  à  cause  de  la  symétrie  des  formules  qui  ne  changent  pas  quand 
on  y  change  p^  en  p^-^  mais,  si  l'on  eifectue  la  transformation 

(24)  j  =  p,  H-p„      ^  =  p,pj, 

les  fonctions  A, . . . ,  E, . . .  prennent  la  forme 

(i5)  A  =  a*  —  (if  +  X y . .  .  . 

Si  l'on  considère  y  et  x  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un 
plan,  ces  fonctions  A, . . . ,  E,  . . . ,  égalées  à  zéro,  représentent  des 
droites  tangentes  à  la  parabole 

(26)  f^  —  4^  =  *^* 

Les  fonctions  i^., .  .  . ,  E, .  .  .  étant  linéaires,  les  formules  (21)  sont 
du  troisième  ordre  en  y  et  x  -,  elles  donnent  une  des  représentations 
les  plus  simples  dont  la  surface  soit  susceptible. 

Les  sept  fonctions  A,  B,  C, . . .  et  toute  autre  fonction  linéaire 
peuvent  être  exprimées  en  fonction  de  trois  d'entre  elles.  On  a,  par 
exemple, 

'  (fia)  a — a       a  —  p       a  —  y 

Plus  généralement,  l'équation 

{28)  m' —  Uf-\-X  =  {p —  ii){Pi —  U)=:0, 

qui  représente  une  tangente  quelconque  à  la  parabole  (26),  peut  être 

écrite 

.      .  (p  —  u){pt  —  u)        :f„E  nF  ZoG 

29  -i: -i- = h  - — ^  H- =  o. 

o{u)  ((  —  a        II  —  p        u  —  y 
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L'équation  de  la  parabole  (  26),  en  fonction  de  E,  F,  G,  serait 


(3o)     ((3  -  y)v/E^„cp'(a)  -+-  (y  -  a)v/Fj„cp'([3)  -\-{oc-  (3)s/Gz„(p'(7)  =  o. 

Dans  la  suite,  nous  emploierons  tantôt  les  variables  E,  F,  G,  tan- 
tôt Pi  et  jOai  dont  la  signification  géométrique  nous  est  connue,  et 
dont  l'emploi  permet  de  simplifier  les  calculs  et  de  dédoubler  cer- 
taines équations. 

Si  l'on  prend  les  coordonnées  x^  y,  ou  E,  F,  G,  les  équations 

S  =  o,     T  =  o 

représentent  deux  coniques  très -importantes  que  nous  appelle- 
rons S,  T,  et  qui  sont  conjuguées  aux  triangles  E,  b\  G.  Les  côtés 
de  ce  triangle,  ainsi  que  les  droites  A,  B,  C,  D,  sont  tangents  à  la 
parabole  ou  conicpie  (3o).  Les  coniques  S  et  T  se  couj^ent  en  quatre 
points,  définis  par  les  équations 

(Si) 


6.  De  la  correspondance  entre  les  points  du  plan  et  ceux  de  la  sur- 
face 2. 

A  toute  courbe  de  la  surface  correspondra  sur  le  plan  une  certaine 
courbe  5  auxT  sections  planes  définies  par  l'équation 

mX-\-nY -hpZ-{-qTi  =  o, 

correspondront  sur  le  plan  les  courbes  du  troisième  ordre  dont  l'équa- 
tion est 

(32)     mA(S  —  aT)  -i-  /iB(S  —  6T)  +  pC(S  —  cT)  +  </D(S  —  dT)  =  0. 

Ces  courbes  passent  par  quatre  points  fixes  déjà  déterminés,  les 
quatre  points  d'intersection  des  coniques  S  et  T.  Mais  ces  quatre 
points  ne  suffisent  pas  évidemment  à  définir  le  réseau  des  courbes  du 
troisième  ordre.  On  sait,  en  effet,  que  les  courbes  passant  par  quatre 
points  peuvent  encore  être  assujetties  à  cinq  conditions  distinctes, 
ce  qui  donne  des  courbes  du  troisième  ordre  beaucoup  plus  géné- 
rales que  celles  qui  sont  représentées  par  l'équation  (32),  Nous  don- 
nerons plus  loin  les  propriétés  caractéristiques  du  réseau  (Sa). 

Les  quatre  points  d'intersection  des  coniques  S,  T,  et  que  nous 
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appellerons  points  fondamentaux,  sont  ceux  auxquels  correspondent 
sur  la  surface  tous  les  points  d'une  ligne  droite.  En  eiïet,  pour  un  de 
ces  points  S,  T  sont  nuls,  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  T  fournies  par  les 
équations  (22)  sont  indéterminées.  Soient  Ao,  Bq,  . . .  les  valeurs  que 
prennent  A,  B, . . .  pour  un  de  ces  points,  la  droite  qui  leur  corres- 
pond sera  évidemment  déterminée  par  les  équations 

I  X,  =  Ao(}.-«X'), 

(33)  '  l 


en  éliminant  X,  "k'  entre  ces  équations,  on  aurait  les  équations  de  la 
droite.  A  chacun  des  quatre  points  d'intersection  correspondront 
quatre  droites  0,  ^',  §",  ^"' .  D'ailleurs,  pour  ces  points  fondamentaux, 
les  valeurs  de  pi,  p^  sont  parfaitement  déterminées 5  c'est  la  valeur 
de  p  donnée  par  l'équation  (16)  qui  est  indéterminée.  En  d'autres 
termes,  ces  droites  sont  des  tangentes  doubles  de  la  développable  ^ . 
Ce  sont  les  axes  des  plans  menés  par  le  point  A  de  l'espace  et  qui 
sont  tangents  à  toutes  les  surfaces  liomofocales . 

Les  plans  tangents  menés  par  la  droite  cî  à  la  développable  T  sont 
donnés  par  l'équation 

V   X.r' 

^  a  —  H 

où  il  faut  remplacer  u  successivement  par  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion 

(34)  x,\J^  —  y   ^  y\\]y  —  a   ^   z.sja  —  ^^^^ 

u  —  a.  u  —  (3  M  —  y 

En  laissant  de  côté  les  quatre  points  fondamentaux  auxquels  cor- 
respondent des  droites  de  la  surface,  à  tout  point  du  plan  corres- 
pondra par  les  formules  (22)  un  seul  point  de  la  surface.  Récipro- 
quement, si  l'on  considère  un  point  M  de  la  surface,  les  valeurs 
correspondantes  de  p,  p,,  p^  seront  données  par  l'équation  (12).  La 
racine  p  se  distinguera  des  deux  autres,  parce  qu'elle  satisfait  aussi 
à  l'équation  de  la  surface  (i  i).  En  la  supprimant,  on  aura  une  équa- 
tion du  second  degré,  donnant  |iîi,  p^.  Les  valeurs  de  a;,  y,  coordon- 
nées du  point  m  du  plan,  seront  données  par  les  formules 
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qui  sont  rationnelles.  Donc,  en  général,  à  un  point  de  la  surface 
correspond  un  seul  point  du  plan. 

Cette  conclusion  sera  en  défaut  dans  un  cas  seulement.  C'est  celui 
où  les  équations  (11)  de  la  surface  et  celles  {12)  du  plan  polaire  ont 
plus  d'une  racine  commune. 

Elles  ont,  par  exemple,  trois  racines  communes  pour  le  point  A  ; 

\.  =  x',    Y=r\.:., 

et  ces  racines- sont  a,  j3,  y.  Pour  ce  point  A,  on  ne  saura  pas  distin- 
guer les  valeurs  de  p,  p^,  p^  les  unes  des  autres.  On  aura  donc  trois 
points  du  plan  correspondants  au  point  A  : 


1° 

r=a  +  p, 

a7  =  a(â, 

E  =  F  =  o; 

2° 

y=o(.  +  y. 

x=iccy, 

E  =  G  =  o; 

3° 

j=[3  +  y. 

^  =  (3y, 

F  =  G  =  o. 

Ce  sont  les  trois  sommets  du  triangle  conjugué  EFG.  Ce  fait  indique 
l'existence  de  trois  nappes  de  la  surface  se  coupant  au  point  A.  Sui- 
vant que  ce  point  sera  considéré  comme  appartenant  à  l'une  des  trois 
nappes,  il  aura  poiu*  correspondant  l'un  ou  l'autre  des  trois  points. 

Un  deuxième  cas  d'exception  se  présente  quand  les  équations  de 
la  surface  et  du  plan  polaire  (1 1),  (12)  ont  deux  racines  communes. 
Dans  ce  cas,  soient  p,  pj  ces  deux  racines  que  rien  ne  distingue  l'une 
de  l'autre  ;  on  pourra  prendre  : 

soit 

soit 

J=:p-f-pj,       X  =  pp2. 

A  tout  point  de  la  surface  pour  lequel  ce  fait  de  deux  racines  com- 
munes se  présente,  correspondent  deux  points  du  plan.  Les  points 
de  cette  nature  forment  la  ligne  double  de  la  surface,  et  nous  allons 
en  premier  lieu  chercher  la  nature  de  cette  courbe  double  et  de  sa 
représentation  sur  le  plan. 

De  la  courbe  double.  —  Reprenons  l'équation  (16)  de  la  surface, 
qu'on  peut  écrire,  en  vertu  d'un  théorème  relatif  aux  fractions  ra- 
tionnelles, 

{oc-p){oc-p,)Hcc-p.Y    ,    {|3-p)(P-p.)^((3-p.)' 


(35)  <  /('^)?'(^)  /(P)?'((3) 

(y_p)(y_p,)^(y-p,)»_ 

fiy)9'iy) 
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Pour  tous  les  points  de  la  courbe  double,  p,  pi  étant  les  deux 
racines  communes  aux  équations  (i  i),  (12),  on  peut  les  permuter,  ce 
qui  donne  une  nouvelle  équation  qui,  avec  l'équation  (35),  définit  la 
courbe  double.  En  retranchant  ces  deux  équations,  on  trouve 

(■\a\  (a:  — p)(«  — p.)(a-pO'  _ 

^      ^  fiocWicc)  +■•  — O' 

ou 

(S-aT)E^    ,    (S-PT)P   ,    (S-yT)G' 
[  on  )  ; 1 K 1-  =  o. 

a  —  pi  P  — Pi  y  — P' 

Remplaçons  S  et  T  par  leurs  valeurs  en  E,  F,  G,  et  nous  trouverons, 
après  quelques  réductions, 

(38) ^ 1 n t- ^ . =  o. 

^   M«-p.)(«-pO^     ([3-p.)([3-pO'     {y-p>){y-p.y 

Il  y  a  plusieurs  remarques  à  faire  sur  cette  dernière  équation,  qui 
donne  la  relation  entre  pi  et  p^^  convenant  à  tous  les  points  de  la 
courbe  double. 

D'abord,  elle  est  du  second  degré  en  pi .  Les  deux  racines  sont  les 
valeurs  de  p^  et  de  p  correspondantes  à  p^-^  car  tout  est  symétrique 
par  rapport  à  p  et  pi.  On  peut  donc  déduire  les  expressions  de  p,  pi, 
et  par  conséquent  de  celles  de  ^,  œ  ou  de  E,  F,  G  en  fonction  de  pa,  et 
ces  expressions  ne  contiendront  qu'un  radical  carré  du  huitième  degré, 
ce  qui  prouve,  conformément  à  la  théorie  générale,  que  la  courbe  plane 
représentative  de  la  courbe  double  est  du  genre  3.  La  quantité  îî, 
sous  le  radical,  se  décompose  en  quatre  facteurs  du  second  degré;  on 
peut  l'écrire 


(3q)       Q  =  n('-±^^:::^±-^°^y~^±^°^^~^V 
'  ^'  \      oc-p,         (3-p,         y-p^  J 

Ainsi,  pour  huit  points  de  la  courbe  double,  les  deux  points  du 
plan  qui  représentent  en  général  le  point  de  cette  courbe  viennent 
se  réunir.  Les  huit  points  sont,  nous  le  verrons,  situés  deux  à  deux 
sur  les  quatre  droites  §. 

En  second  lieu,  on  peut  déduire  de  l'équation  (38)  un  mode  de 
génération  de  la  courbe  plane,  image  de  la  courbe  double. 

Soit,  en  effet, 

P;  —  P2J+  X=:  O 
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l'équation  d'une  tangente  à  la  parabole  (26)  au  paramètre  p^.  Cette 
équation  peut  encore  s'écrire,  on  vertu  de  l'équation  (29), 

,,   ,                          ^oE          nF          z„G 
40  h-^ — ^-i =0; 

soit  en  outre 

(40     S-p,T=:o  =  (a-p.)E^-^((3-p.)F=-f-(y-p,)G^=:o 

l'équation  d'une  conique  au  paramètre  ,0i,  passant  par  les  points 
fondamentaux.  L'équation  (28)  est  la  condition  de  contact  delà 
conique  (40  et  de  la  droite  (4o)-  Donc  : 

Si  Von  mène  une  tangente  quelconque  à  la  parabole  (26),  et  que,  par 
les  quatre  points  fondamentaux,  on  fasse  passer  les  deux  coniques  tan- 
gentes à  la  droite,  les  deux  points  de  contact  de  ces  coniques  sont  les  deux 
points  qui  correspondent  à  un  même  point  de  la  surface. 

Il  résulte  de  ce  mode  de  génération  que  : 

La  courbe  plane  correspondante  à  la  courbe  double  sera  du  sixième 
ordre;  elle  aura  pour  points  doubles  les  quatre  points  fondamentaux,  et, 
pour  tangentes  en  ces  points,  les  tangentes  menées  de  ces  points  à  la  para- 
bole; elle  aura,  en  outre,  pour  points  doubles,  les  points  E,  F,  G,  et  pour 
tangentes  en  ces  points  les  côtés  du  triangle  EFG. 

Les  deux-points  de  contact  d'une  conique  et  delà  droite  ne  se  réu- 
niront que  lorsque  la  droite  tangente  à  la  parabole  viendra  passer  en 
un  des  points  fondamentaux,  ce  qui  montre  que  lés  points  de  la  siu*- 
face  correspondants  seront  deux  à  deux  sur  les  quatre  droites,  cor- 
respondant aux  quatre  points  fondamentaux.  On  vérifie  en  même 
temps  que  la  courbe  est  bien  du  genre  3. 

Il  reste  à  trouver  l'équation  de  la  courbe.  Pour  cela,  il  faudra  rem- 
placer, dans  l'équation  (38),  jOi,  p,  p^r  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions 

^  p,-i-p,  =  y,     p,p,  =  x; 

seulement,  l'équation  (4o),  n'étant  pas  symétrique  cnpi,  p^^  contien- 
drait le  radical  \Jy^  —  4^-  Pour  éviter  ce  radical ,  permutons-y  p^ 
et  ps ,  et  faisons  le  produit  des  deux  équations,  ce  qui  donnera 
l'équation  rationnelle   de  la  courbe  double  (*).  On  obtient   ainsi 

(')  Des  laits  Je  même  genre  se  présenlent  toutes  les  fois  qu'on  cliange  de  coordon- 
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l'équation 

^^   '  E(S— aT)"^F(S-(3T)       G(S-yT)~    ' 

qui  représente  une  courbe  du  sixième  ordre  ayant  les  propriétés  que 
nous  venons  de  signaler.  Ainsi  se  trouve  résolue  la  question  de  la 
correspondance  entre  les  points  de  la  surface  et  ceux  du  plan.  La 
théorie  générale  permet  maintenant  de  faire  l'étude  complète  des 
courbes  tracées  sur  la  surface  S. 

On  peut  facilement,  au  moyen  de  l'équation  précédente,  prouver 
que  la  courbe  double  est  l'intersection  complète  de  la  surface  S  et  du 
cône  des  normales. 

Car,  si  l'on  désigne  par  P,  Pj,  Pg  les  plans  tangents  aux  trois  sur- 
faces homofocales  passant  en  A,  on  aura 


et  des  équations  semblables  pour  P,,  Pj.  L'équation  (42)  pourra  donc 
s'écrire 

Sous  cette  forme,  on  voit  facilement  qu'elle  représente  le  cône  des 
normales  ayant  son  sommet  en  A. 

7.  Étude  des  courbes  tracées  sur  la  surface  2. 

Nous  avons  déjà  vu  qu'à  toute  section  plane  de  la  surface  corres- 
pond une  courbe  du  troisième  ordre,  dont  l'équation  est 

(43)  m(S-aT)AH-nB(S-6T)  +  /?C(S-cT)-4-^D(S  — rfT)  =  o. 

Ces  courbes  se  distinguent  de  toutes  les  autres  courbes  du  troisième 
ordre,  par  la  propriété  suivante  :  elles  coupent  la  courbe  double  en 
dix  points,  disposés  par  paires,  correspondantes  aux  cinq  points  dou- 
bles de  la  section  plane. 

Les  courbes  passant  par  l'intersection  de  deux  d'entre  elles  cor- 
respondent à  une  section  plane  passant  par  une  droite.  Comme  on 
sait  que,  dans  tout  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre,  il  y  en  a 


nées.  Par  exemple,  une  cfiualion  en  coordonnées  rcclili^nes  peut  se  décomposer  quand 
on  passe  aux  coordonnées  polaires. 
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douze  ayant  un  point  double,  on  peut  conclure  que  la  surface  E  est  de 
la  douzième  classe,  comme  la  suifacc  générale  du  troisième  ordre. 

Parmi  les  sections  planes,  on  rencontre  plusieurs  séries  remar- 
quables, déjà  étudiées  en  partie  par  la  géométrie.  Cherchons  la  sec- 
tion par  l'un  des  plans  polaires  du  point  A, 

=  G. 


\a  —  u 


En  vertu  de  l'équation  (aS),  cette  section  est  représentée  par  la 

courbe 

(p  —  u){pi  —  u){S  —  uT)  =  o, 

qui  se  compose  :  i°  d'une  droite 

(44)  {p  —  u){p,  —  u)  =  o, 

à  laquelle  correspond  dans  la  surface  une  courbe  à  point  double  du 
troisième  ordre,  la  focale  à  nœud  F;  2°  d'une  conique 

(45)  S-uT  =  o, 

à  laquelle  correspond  la  conique,  section  d'une  surface  du  second 
ordre  par  le  plan  polaire. 

Si  l'on  dispose  des  coefficients  «i,  w,  p^  q  de  telle  manière  que  la 
courbe  du  troisième  ordre  ait  un  point  douhle  eu  l'un  des  points 
fondamentaux,  le  plan  de  section  passera  par  la  droite  correspon- 
dante de  la  surface.  Nous  avons  déjà  vu  que,  par  chaque  droite, 
passent  deux  plans  tangents  de  la  développable  T,  ou  deux  plans 
polaires  de  A  : 

où  h  et  /i' sont  racines  de  l'équation  (34)-  L'équation  générale  des 
plans  passant  par  la  droite  sera 


V  JifL    X  V  —  0 

^  a  —  h        ^  a  —  h' 


et  lés  sections  auront  pour  représentation 

(46)    (A  -  p,  )(  A  -  pO(S  -  AT)  -I-  ^(A'  -  p.)(  A' -  pO(S  -  A'T)  =  o. 
On  reconnaît  sans  peine  que  la  courbe  du  troisième  ordre  ayant 
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pour  point  double  le  point  fondamental  «,  y  est  tangente  aux  deux 
brandies  de  la  courbe  du  sixième  ordre.  Par  suite,  les  sections  seront 
des  courbes  du  quatrième  ordre,  à  trois  points  doubles,  tangentes  à 
la  droite  (J,  aux  deux  points  tti,  ««^  où  celle-ci  est  coupée  par  la  courbe 
double.  On  doit  remarquer  les  valeurs  X=:  o,  X  =  oo  ,  pour  lesquelles 
la  courbe  du  quatrième  ordre  se  décompose  en  deux  coniques.  Ainsi  : 
Les  huit  plans  tangents  à  la  développable  ^  passant  par  les  droites  d 
coupent  la  surface  suivant  deux  coniques  et  la  droite  correspondante. 

Soient  a,  aj,  a^]  «3  les  quatre  points  fondamentaux.  Pour  une 
valeur  particulière  de  ).,  la  courbe  du  troisième  ordre  (46)  acquiert 
un  point  triple,  et  se  décompose  en  trois  droites,  ««i,  aa^^  aa^.  Dans 
ce  cas,  la  section  passe  par  le  point  a  et  la  droite  ^.  Elle  se  compose  : 
1°  de  la  droite  ^,  prise  deux  fois  5  2°  des  trois  focales  des  cùnes  cir- 
conscrits situées  dans  ce  plan. 

Des  droites.  — A  toute  courbe  d'ordre  m,  tracée  sur  le  plan,  corres- 
pond une  courbe  d'ordre  3m  —  a.  sur  la  surface,  a  désignant  le  nom- 
bre de  fois  que  la  première  courbe  passe  par  les  points  fondamentaux. 
Il  en  résulte  que,  si  l'on  désigne  par  a,  «i,  flj,  a^  les  c|uatre  points 
fondamentaux,  les  quatre  côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère 
donneront  six  droites  nouvelles  de  la  surface.  Les  six  droites  du  plan 
passant  par  un  des  sommets  du  triangle  conjugué,  les  droites  corres- 
pondantes passeront  par  le  point  triple  A  de  la  surface.  Ce  sont  les 
six  focales  déjà  trouvées.  Il  n'y  a  pas  d'autre  droite  sur  S. 

Des  coniques.  —  Toutes  les  coniques  de  la  surface  correspondent 
soit  aux  coniques  passant  par  les  quatre  points  fondamentaux,  soit 
aux  droites  passant  par  l'un  des  points.  Deux  coniques  appartenant  à 
des  séries  difïérentes  se  coupent  en  un  point;  deux  coniques  de  la 
même  série  ne  se  rencontrent  pas.  Les  plans  de  ces  coniques  sont  des 
plans  tangents  doubles,  distribués  en  cinq  séries  et  enveloppant  cinq 
développables  de  troisième  classe.  H  y  a  deux  plans  tangents  com- 
muns aux  quatre  séries  représentées  par  des  droites  et  à  la  série 
représentée  par  des  coniques,  etc. 

Des  cubiques  gauches.  —  H  y  a  aussi  cinq  séries  de  cubiques  gauches 
correspondant:  1°  aux  droites  quelconques  du  plan 5  2°  aux  coniques 
quelconques  passant  par  trois  des  points  fondamentaux.  Ces  cu- 
biques peuvent  devenir  planes,  et  elles  complètent  alors  les  sections 
de  la  surface  par  les  plans  des  coniques.  Deux  cubiques  appartenant 
à  des  séries  dilfé rentes  se  coupent  <;n  deux  points. 
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Des  courbes  du  quatrième  ordre.  —  Les  courbes  du  quatrième  ordre 
correspondent  :  i°  aux  coniques  passant  par  deux  des  points  fonda- 
mentaux ^  a''  aux  courbes  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double 
en  un  des  points  fondamentaux  :  ce  qui  fait  en  tout  dix  séries  de 
courbes  du  quatrième  ordre.  Ces  courbes,  étant  rationnelles,  ne  se 
trouvent  sur  plusieurs  surfaces  du  second  ordre  que  si  elles  ont  un 
point  double,  ce  qui  arrivera  toutes  les  fois  que  la  courbe  qui  les 
représente  sur  le  plan  passe  par  un  couple  de  points  conjugués  de  la 
courbe  double. 

De  ^intersection  de  la  surface  avec  une  surface  donnée.  —  Il  est  inu- 
tile de  développer  cette  théorie,  conséquence  immédiate  des  travaux 
de  M.  Clebscli.  Nous  ferons  cependant  remarquer  qu'il  y  a  une  série 
de  surfaces  du  troisième  ordre  passant  par  la  courbe  double  et  cou- 
pant la  surface  suivant  une  courbe  du  cinquième  ordre.  Cette  courbe 
du  cinquième  ordre  est  représentée  par  toute  courbe  du  troisième 
ordre  passant  par  les  quatre  points  fondamentaux. 

Considérons  enfin  l'intersection  de  S  avec  quelques  surfaces  remar- 
quables : 

I  °  Avec  la  développable  V  : 

Cette  développable  est  définie  par  les  équations 

p  =  p^       OU      p  =  p2      ou      p,  —  P2. 

S 
Les  équations  p=zpi.j  p=.p^  donnent,  en  remplaçant  p  par  =» 

l'équation 

(47)  (S-p.T)(S-p.T)  =  o, 
ou 

(48)  S=  — jTS-f-T»;r  =  o, 

qui  représente  une  courbe  du  cinquième  ordre  ayant  pour  points 
doubles  les  quatre  points  fondamentaux.  Cette  courbe  correspond,  sur 
la  surface,  à  la  courbe  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
doubles,  plans  polaires  de  A  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  liomo- 
focales.  En  tous  ses  points,  S  et  'F  sont  tangentes,  et  elle  est  du  sep- 
tième ordre. 
La  courbe 

est  la  parabole 

j'  — 4^  =  0, 


6/i  BULLETIN  DES  SCIENCES 

qui  correspond  à  une  courbe  du  sixième  ordre,  tracée  sur  la  surface. 

2°  Intersection  de  2  avec  la  développable  II,  circonscrite  à  toutes 
les  surfaces  homofocales. 

Cette  intersection  se  compose  :  i  °  des  quatre  droites  ^,  suivant  les- 
quelles les  deux  surfaces  sont  tangentes  ;  2°  des  trois  focales  et  du 
ercle  de  l'infini,  qui  sont  lignes  doubles  delà  surface  FI  5  3°  d'une 
courbe  qu'on  peut  définir  ainsi  :  c'est  le  lieu  des  points  de  contact 
des  plans  tangents  menés  par  A  à  chaque  surface,  et  contenant  une 
des  génératrices  de  la  surface,  qui  vont  rencontrer  le  cercle  de  l'infini. 
La  représentation  de  cette  courbe  s'obtient  sans  difficulté  5  elle  a  pour 
équation 


x'  y  [b —  d){c  —  d)  ■  y'  \  {c— d){a-- d) 


d)[b  —  d) 


V'S  —  cT  =  o. 


Elle  est  du  huitième  ordre,  et  appartient  à  la  classe  des  courbes  appe- 
lées polyzomales  par  M.  Cayley  (^).  Elle  a  pour  points  doubles  les 
quatre  points  fondamentaux,  et  correspond  à  une  courbe  du  seizième 
ordre  tracée  sur  la  surface  2.  Cette  courbe  du  seizième  ordre  com- 
plète, avec  les  quatre  droites  et  les  quatre  coniques  comptées  chacune 
pour  deux,  la  courbe  du  quarantième  ordre,  intersection  de  E  et  de  H. 
La  méthode  précédente  s'applique  sans  difficulté  à  la  surface  géné- 
rale du  cinquième  ordre  ayant  une  ligne  double  de  même  ordre,  dont 
les  sections  planes  sont  représentées  par  des  courbes  du  ti^oisième 
ordre.  Les  résultats  obtenus  ne  subissent  pas  de  modification  essen- 
tielle. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  iSg. 
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CLAUSIUS,  professeur  à  l'Université  de  Bonn.  —  De  la  fo^tctioiv 
POTENTIELLE  ET  DU  POTENTIEL.  Traduit  de  l'allemand  par  F.  Folie, 
professeur  à  l'Ecole  industrielle  de  Liège.  —  Paris,  Gautliicr- 
Villars,  imprimeur-libraire,  1870.  Prix  :,  4  fi'- 

Cet  Ouvrage  est  un  traité  didactique,  qui  peut  servir  d'introduction 
à  la  Physique  mathématique,  et  principalement  à  la  partie  de  cette 
science  qui  s'occupe  de  la  distribution  de  l'électricité  et  du  magnétisme . 

Laplace  a  remarqué,  le  premier,  que  les  composantes  de  l'attraction 
exercée  par  un  corps  m  sur  un  point  sont  proportionnelles  aux  dé- 
rivées partielles  de  la  fonction  V  =  \  — — ,  où  r  désigne  la  distance 

de  l'élément  de  masse  au  point  attiré-,  mais  ce  n'est  pas  seulement 
dans  les  problèmes  relatifs  à  l'attraction  des  corps  pondérables  que 
cette  fonction,  ou  une  fonction  analogue,  joue  un  rôle  important.  On 
la  retrouve  dans  toutes  les  questions  où  l'on  a  à  considérer  des  forces 
natm^elles,  attractives  ou  répulsives,  qui  agissent  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance.  L'étude  des  propriétés  de  cette  fonction  forme 
donc  le  préliminaire  obligé  d'un  grand  nombre  de  théories  physiques. 
Poisson  et  Green  en  ont  fait  la  base  de  leurs  recherches  sur  l'électri- 
cité et  le  magnétisme.  Plus  tard,  Gauss,  reprenant  la  question  à  un 
point  de  vue  analytique,  aborda  directement  des  difficultés  que  ses 
prédécesseurs  avaient  négligées.  C'est  la  théorie  de  Gauss,  étendue  et 
simplifiée,  que  M.  Clausius  nous  présente  sous  une  forme  élégante 
et  rapide. 

Les  difficultés  analytiques  de  cette  théorie  se  rencontrent  surtout 
dans  le  cas  important  où,  l'agent  étant  distribué  d'une  manière  quel- 
conque dans  un  espace  fermé  ou  sur  une  surface,  le  point  qui  subit 
l'action  est  situé  dans  l'intérieur  de  cet  espace  ou  sur  cette  surface 
dans  le  voisinage  des  limites.  Il  s'agit  de  savoir,  dans  ce  cas  où  la 
distance  r  passe  par  zéro,  et  où  l'homogénéité  fait  défaut,  si  la  fonc- 
tion V  et  ses  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  con- 
servent des  valeurs  finies  et  déterminées,  et  comment  l'on  pourra 
calculer  ces  valeurs.  M.  Clausius  traite  les  différentes  parties  de  ce 
problème  par  une  méthode  uniforme,  avec  une  rigueur  et  une  préci- 
sion qui  ne  laissent  rien  à  désirer. 

IluU.  (les  Science!:  inathrm,  et  (t^troii.,  t.  II.  (Mars  1871.}  5 
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M.  Clausius  distingue  le  potentiel  de  la  fonction  potentielle.  Il 

conserve  à  la  fonction  V  =\  — -  ce  dernier  nom,  que  Green  lui  a 

donnée  et  il  appelle  potentiel  d'un  système  sur  un  autre,  ou  d'un 
système  sur  lui-même,  la  somme  des  fonctions  V  qui  déterminent 
toutes  les  actions  d'un  système  sur  les  différents  points  d'un  autre 
système,  ou  les  actions  mutuelles  des  différents  points  d'un  même 
système.  On  voit  que  le  potentiel  se  déduit  de  la  fonction  potentielle 
par  une  intégration.  C'est  le  potentiel  qui  s'introduit,  en  Mécanique, 
dans  les  équations  fondamentales  que  fournissent  les  principes  des 
vitesses  virtuelles,  de  d'Alembcrt,  et  des  forces  vives.  Pour  faire  saisir 
exactement  la  raison  de  ce  fait,  M.  Clausius  expose,  en  peu  de  mots, 
ces  principes  généraux,  sans  clierclier  à  les  démontrer  de  nouveau, 
mais  en  s'attacliant  à  en  préciser  le  sens  et  la  portée.  On  lira  avec 
intérêt  cette  partie  de  l'Ouvrage,  soit  dans  le  texte  original,  soit  dans 
l'élégante  traduction  de  M.  Folie. 

Nous  regrettons  que  le  cadre,  trop  étroit,  dans  lequel  l'éminent 
auteur  a  cru  devoir  se  renfermer,  ne  lui  ait  pas  permis  de  rappeler 
les  beaux  théorèmes  sur  les  surfaces  de  niveau,  que  M.  Cliasles  a  fait 
connaître  il  y  a  plus  de  trente  ans.  Ces  théorèmes,  qui  comprennent 
comme  cas  particulier  l'attraction  des  ellipsoïdes,  et  qui  s'appliquent 
si  naturellement  aux  actions  attractives  ou  répulsives  des  couches 
électriques,  nous  auraient  paru  tout  à  fait  à  leur  place  dans  un  traité 
comme  celui-ci.  On  nous  reproche,  à  nous  Français,  de  négliger  de 
parti  pris  les  travaux  qui  s'exécutent  au  delà  de  nos  frontières.  La 
publication  de  ce  Bulletin  peut  servir  à  prouver  que  ce  reproche  n'est 
pas  toujours  mérité  ^  en  tous  cas,  il  doit  nous  être  permis  de  signaler 
une  omission  si  considérable  dans  un  ouvrage,  excellent  d'ailleurs, 
et  signé  d'un  nom  qui  n'est  pas  célèbre  seulement  en  Allemagne. 

Ch.  s. 

SCHLOEI^ÎILCH  (D-"  Oscar),  konigl.  sâclis.  Hofrath,  Professor  an 
der  Polytechnischen  Schule  zu  Dresden.  —  Uebungsbuch  zum  Stu- 
DiUM  DER  HOHERETv  Analysis.  —  2  Bdc.  8;  1868-1870.  Leipzig, 
Verlag  von  B.-G.  Teubner.  Pr.  :  5  Thlr.  i8  Ngr.  (*), 

Le  premier  volume  de  cet  Ouvrage  (  264  p),  publié  en  1868,  con- 


(')  SciiLOMiLca  (D''  O.),  conseiller  aulique  du  royaume  de  Saxe,  profcRseur  à  l'Écolo 
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tient  des  problèmes  sur  le  Calcul  différentiel.  x\près  avoir  donne, 
dans  le  premier  Chapitre  des  exercices  sur  la  differentiation  des  fonc- 
tions explicites  d'une  seule  variable,  l'xluteur  traite,  dans  les  deux 
Chapitres  suivants,  du  calcul  direct  des  différentielles  d'ordres  supé- 
rieurs des  mêmes  fonctions,  et  de  la  differentiation  des  équations 
entre  deux  ou  plusieurs  varial^les.  Les  Chapitres  IV  et  V  sont  consa- 
crés à  la  discussion  et  aux  diverses  propriétés  des  courbes  planes,  le 
Chapitre  VI  à  la  discussion  des  courbes  à  double  courbure,  et  le 
Chapitre  VII  à  celle  des  surfaces.  Le  Chapitre  VIII  contient  des 
exercices  sur  les  courbes  et  les  surfaces  enveloppes.  Dans  le  Cha- 
pitre IX,  il  est  question  de  la  détermination  des  valeurs-limites  des 
fonctions  qui  se  présentent  sous  forme  indéterminée,  et,  dans  le 
Chapitre  X,  de  la  théorie  des  maxima  et  minima.  Le  Chapitre  XI 
renfei'me  les  exercices  relatifs  à  la  théorie  des  séries,  et,  en  parti- 
culier, aux  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin  :  représentation  approxi- 
mative des  fonctions^  résolution  des  équations  transcendantes.  Le 
Chapitre  XII  traite  des  fonctions  et  des  séries  de  variables  complexes, 
au  point  de  vue  élémentaire. 

Le  second  volume  (338  p.)  est  consacré  aux  exercices  sur  le  Calcul 
intégral.  Le  premier  Chapitre  contient  des  exemples  des  diverses 
méthodes  d'intégration  des  fonctions  explicites.  Les  Chapitres  II 
et  m  ont  pour  objet  les  applications  géométriques  de  l'intégration 
simple  :  quadrature  et  rectification  des  courbes  planes,  cubature  et 
complanation  des  surfaces  cylindriques  et  de  révolution,  etc.  Dans  les 
Chapitres  IV  et  V,  l'Auteur  traite  des  intégrales  définies  simples  et  des 
principales  méthodes  pour  les  calculer  :  intégrations  indéfinies,  trans- 
formations, dillérentialions  et  intégrations  sous  le  signe  J";  dévelop- 
pement en  séries  et  en  produits  infinis  -,  sommation  des  séries  par  les 
intégrales  définies.  Les  Chapitres  VI  et  Vil  renferment  des  exercices 
sur  les  intégrales  doubles  et  triples,  et  sur  leurs  applications  géomé- 
triques et  mécaniques.  Le  Chapitre  VIII  traite  des  valeurs  moyennes 
des  fonctions  et  de  leur  évaluation  approximative.  Les  deux  derniers 
Chapitres  sont  relatifs  à  l'intégration  des  équations  différentielles  : 
équation  du  premier  ordre  ^  applications  aux  problèmes  des  déve- 
loppantes, des  trajectoires,  des  roulettes;  équations  difféi^entielles 


Polytechnique  de  Dresde.  —  Recueil  d'Exercices  pour  l'étude  de  l'AurJjse  supérieiirT. 
—  2  vol.  in-S",  1868-1870.  Leip/.jjj,  Teiibiier. 

5. 
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du  second  ordre,  équations  linéaires,  équations  homogènes,  équa- 
tions fonctionnelles. 

On  voit  que  le  cadre  de  cet  Ouvrage  est  le  même  que  celui  que 
l'Auteur  a  adopté  dans  le  premier  volume  de  son  Compendium  der 
hoheren  Anahjsis,  dont  nous  avons  rendu  compte  ailleurs  (*)•  Il  serait 
à  désirer  que  M.  Sclilomilch  donnât  une  suite  à  son  Recueil  d'Exer- 
cices, et  qu'il  y  introduisit,  outre  les  matières  du  second  volume  de 
son  Compendium,  les  théories  que  nous  regrettons  de  ne  pas  voir 
traitées  dans  ce  livre,  telles  que  celles  des  équations  diftérentielles 
simultanées,  des  équations  aux  dérivées  partielles,  le  calcul  des 
variations,  etc.  Les  deux  volumes  que  nous  possédons  seront  certai- 
nement d'un  précieux  secours  dans  l'enseignement  supérieur  des 
mathématiques,  où  le  bon  choix  des  exercices  proposés  aux  étudiants 
est  un  élément  de  succès,  parfois  trop  négligé.  J.  H. 


KOSSAK  (Ernst). —  Das  Additionstheorem  dek  ^ltra-ellipti- 
scHEJV  FuNCTiONEN  ERSTER  Ordnung.  —  Berlin,  Nicolai'sclic  Ver- 
lagsbuchhandlung,  1871  (^). 

M.  Rosenhain,  dans  son  beau  Mémoire  sur  les  fonctions  de  deux 
variables  et  à  quatre  périodes,  qui  sont  les  inverses  des  intégrales  ultra- 
elliptiques  de  la  première  classe  [Mém.  des  Sav.  étr.  t.  XI),  avait  établi 
unthéoi'ème  général  relatif  à  l'addition  des  arguments  pour  les  trans- 
cendantes hyperelliptiques  de  la  première  classe  ;  un  tableau,  placé 
à  la  fin  dvi  Mémoire,  réunit  les  formes  diverses  que  ce  théorème  peut 
revêtir. 

En  1864,  M.  Kcenigsberger  a  donné  les  formules  analogues  pour 
les  fonctions  hyperelliptiques  d'une  classe  quelconque  [Journal  de 
Crelle,  t.  64)  ;  celles  qui  se  rapportent  à  la  première  classe  sont  pré- 
sentées d'une  manière  assez  complète  et  sous  une  forme  qui  rappelle 
la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 

sinamw  cosamt^Aamc^  H-  sinamf  cosam«  Aamw 

sinam(?<  +  c)  = j-r—. -. — — 

^  '  1  —  /i^  sinamw  sinamc' 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2^  série,  t.  IX,  p.  385,  1870. 
(')  KossAK  (E.).   Le  théorème  d'addition  des  fonctions  hyperelliptiques  de   la  pre- 
mière classe.  Berlin,  Nicolaï,  brochure  in-4°- 
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M.  Kossak,  l'un  des  élèves  distingués  de  M.  Richelot,  avait  établi, 
à  la  même  époque,  plusieurs  de  ces  formules  dans  une  thèse  d'agré- 
gation, restée  inédite,  en  faisant  usage  du  tableau  de  M.  Rosenbain. 
Dans  le  théorème  qu'il  vient  de  publier,  les  mêmes  résultats  sont 
déduits  directement  du  théorème  fondamental  qui  concerne  les 
transcendantes  de  la  première  classe.  M.  Rosenbain  définit  la  trans- 
cendante 033  en  posant 


m' log p  H- n' log o  +  4/nnA-»-  imv  +  intv 

ne  ' 


et  il  en  déduit,  à  l'aide  de  certaines  transformations,  quinze  autres 
transcendantes  cj)„  (où  il  faut  prendre  pour  r,  s  deux  des  nombres  o, 
I,  2,  3).  Ou  a,  notamment. 

Les  quinze  rapports  —  constituent  les  fonctions  hyperelliptiques 

de  la  première  classe,  auxquelles  coirespondeut  les  fonctions  ellip- 
tiques sin  am,  cos  am,  A  am.  Le  théorème  de  jM.  Rosenbain  a  la  forme 
suivante 

Psa-i-  P„-+-  P„  +  P„=  P'33  +  P»  +  P'.a  -i-  P.,. 

où  les  P  sont  des  produits  de  quatre  facteurs 

P33=cp33(c',  a;).(p33(c^',  w').^ii[v",  w").(^^i{v'",  w'"), 

et  lesP'  des  produits  analogues  dans  lesquels  les  arguments  v^  v'^  v'\ 
v'"  et  Wf  w\  w'\  w'"  sont  remplacés  par  les  huit  combinaisons 
v±v'  àz  v"±L  v'"  et  çv  ±  çv'±  w"±  w'".  En  attribuant  à  ces  argu- 
ments des  valeurs  particulières  pour  lesquelles  l'une  ou  l'autre  des 
transcendantes  cp  s'évanouit,  M.  Kossak  obtient  les  expressions  des 

seize  produits 

,9r.(r  +  j',  5+  z').o,,[y~x',  z  —  z') 

par  les  transcendantes  'frsiy-,  z)  et  ^,-s(y'i  z')  '■>  en  les  divisant  par  le 
produit 

9oo(r-f-j',  2 -f--2').ooo(r— r', -s  — -s'), 

on  a  les  expressions  des  fonctions  hyperelliptiques 

$    !y^r'    --4-  ^')-lAZ±llll±jl}. 
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Afin  d'abréger,  nous  écrirons  avec  l'auteur 

rs pour  9r.(  J,  z), 

rs pour  9r.(j''.  ^')> 

rso pour  çp;.,(o,  o), 

[rs] pour  <r„(  j  +  /',  z -4- 2'), 

{rs) pour  9„(j  — j',  2  —  s'). 

On  trouve  ainsi,  par  exemple, 

00^  [00]  (00)  =  OO-.OOj —   lO^  10^  —  3l-.  3l  j  4-  21^21  J 

=  oo^ooj —  oi^oi  '  —  I3^  i3^  +  i2\  12^. 
De  même 

33o.oO(,[33]  (00)  =  00  .33  00,. 33,  -+-  10  .23  .  10,  .23, 
+  3i  .02  .  3i,.02,  4-21  .  î2  .  21, .  12, 
=  00  .33  .00, .33,  -f-oi  .32  .cil. 32, 

+  l3    .20   .  l3|.20,  -f-   12    .21    .12,. 21,, 
20o.30o[  Io](oo)  =  00   .  10  .  2O,.30,  —  01    .II    .2I,.3li 

4-  00, .  iO| . 20  . 3o  —  CI,.  1 1, .21  .3i  , 

O2o.o3o[oi](oo)  =00  .CI  .02,.o3,  —  10  .IX  .  12,.  l3, 
+  00|.0I,.02   .o3     —    I0,.I1|.I2   .l3, 

et  ainsi  de  suite.  La  division  donne  pour  la  fonction  ^lo,  qui  corres- 
pond au  sin  am^ 

_  <î),o  a>;  o<i>'3  0—  <i>oi  On  '!>;  ,0; ,  -^  <!>',  0  ^.0  ^30  —  ^',  .^'.  ,$..  ^.1 

où  nous  avons  écrit 

$  pour  <î)(j,  z),     <ï)'  pour  €>(j',  z'), 
et 

$'  pour  $(0,0). 

Si  l'on  ajoute  d'abord  7 ïtî  à  tous  les  arguments  et  que  l'on  fasse 
ensuite  y' =  z' =  o^  les  formules  relatives  aux  produits  [rs]  (00) 
donnent  encore  une  série  d'équations  telles  que  la  suivante  : 

2o».3o, .00. 10  =:  23, .33o.o3.  i3  —  22(,.32,.  12.02. 
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Pour  comparer  les  formules  de  M.  Kossak  à  celles  de  M.  Kœnigsber- 
ger,  ou  a  la  correspondance  des  indices 

Rosenhain.  —  Kossak. 
33,   10,  20,  3i,  32,  00,  23,   i3,  02,  CI,  3o,  21,  22,   11,   12,  o3. 

Kœnigsherger. 
0,     I,     2,     3,     4'     5,  01,  02,  o3,  04,   12,   i3,  14,  23,  24,  34. 

On  trouve  alors  que,  parmi  les  expressions  des  seize  produits  [rs]  (00) 
données  par  M.  Kœnigsberger ,  dix  seulement  coïncident  avec  les 
expressions  adoptées  par  M.  Kossak-,  mais  les  tableaux  de  M.  Ro- 
senhain permettent  de  représenter  chacun  de  ces  produits  de  six  ma- 
nières différentes,  et  M.  Kossak  développe  subsidiairement  les  six 
expressions  de  quelques-uns  des  produits  [rs]  (00),  parmi  lesquels  se 
rencontrent  alors  les  formes  adoptées  par  lui  et  par  M.  Kœnigsberger. 

M.  Kossak  s'occupe  ensuite  des  dérivées  partielles  des  fonctions  0, 
prises  par  rapport  aux  arguments  y  vl  z.  Il  termine  par  l'indication 
des  formules  relatives  à  l'addition  des  arguments  des  intégrales  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce.  R.   R. 


NICOLAIDÈS  (N.),  Docteur  es  Sciences  mathématiques  delà  Faculté 
de  Paris.  —  Analectes  ou  Série  de  Mémoires  sur  les  diverses  parties 
des  Mathématiques.  —  1"  et  2*  livraison,  in-8^  Athènes,  Impri- 
merie nationale,  1871.  —  Paris,  Gauthier- Villars.  Prix  de  chaque 
livraison  :  80  cent. 

Le  titre  de  l'Ouvrage  que  nous  annonçons  indique  que  M.  Ni- 
colaidès  publiera  d'une  manière  régulière  les  résultats  de  ses  travaux 
si  variés.  Les  deux  premières  livraisons  contiennent  plusieurs 
Mémoires  dont  nous  donnons  les  titres  : 

Mémoire  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel.  (a5  p.) 

Sur  la  théorie  des  surfaces.  (6  p.) 

Note.sur  la  théorie  des  nombres.  (5  p.) 

Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel.  (i5  p.) 

Sur  quelques  articles  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  (4  p) 

Dans  le  Mémoire  sur  le  mouvement  d^un  point  matériel,  l'auteur  se 
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propose  de  généraliser  le  théorème  des  aires,  et  il  obtient  la  propo- 
sition suivante  :  Toutes  les  fois  qu'un  point  se  meut  dans  l'espace, 
et  que  la  force  accélératrice  est  située  dans  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  mené  par  la  vitesse  du  mobile  et  le  rayon  vecteur,  l'aire 
parcourue  par  ce  rayon  est  proportionnelle  au  temps.  G.  D. 


KLEIN  ET  LIE.  —  Sut  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  de 
Kummer  du  quatrième  ordre  à  seize  points  singuliers  (*). 

Nous  avons  déjà  rendu  compte  (*)  d'une  théorie  nouvelle  dont 
Plûcker,  verslafinde  sa  vie,  a  enrichi  la  science.  Cet  illustre  géomètre, 
à  qui  la  Géométrie  analytique  doit  l'étude  approfondie  des  coordonnées 
tangenti elles  et  la  première  idée  des  coordonnées  homogènes,  était 
revenu  aux  études  de  Géométrie  ;  ses  derniers  travaux  présentés  à  la 
Société  Royale  de  Londres,  et  qu'il  a  réunis  en  un  volume  (^),  pa- 
raissent devoir  exercer  une  très-grande  influence  sur  les  progrès  ul- 
térieurs de  la  Géométrie.  Plûcker  a  eu  l'heureuse  idée  de  considérer  la 
ligne  droite  comme  un  élément  de  l'espace  ;  il  désigne  et  réunit  sous 
le  nom  de  complexes  l'ensemble  des  lignes  droites  assujetties  à  une 
seule  condition-,  les  lignes  droites  assujetties  à  deux  conditions  for- 
ment une  congruence  j  celles  qui  sont  soumises  à  trois  conditions,  une 
surface  réglée.  Si  l'on  étudie  toutes  les  droites  d'un  complexe,  qui 
passent  par  un  point  de  l'espace,  on  reconnaît  que  ces  droites  for- 
ment, en  général,  un  cône  dont  l'ordre  est  appelé  V ordre  du  com- 
plexe j  au  contraire,  il  ne  passe  par  un  point  de  l'espace  ou  il  ne  se 
trouve  dans  un  plan  qu'un  nombre  limité  de  droites  appartenant  à 
une  congruence  donnée. 

La  théorie  des  complexes  du  premier  ordre  coïncide  avec  une 
théorie  due  à  M.  Chasles,  celle  du  déplacement  d'un  corps  solide 
dans  l'espace  5  un  des  complexes  du  second  ordre  les  plus  importants, 
celui  des  normales  aux  surfaces  homo focales  du  second  ordre,  avait 
aussi  été  étudié  par  M.  Chasles  dans  V Aperçu  historique;  mais  l'étude 


(')  Extrait  des  Comptes 'j-endus  mensuels  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin, 
i5  décembre  1870. 

(')  Voir  Bulletin,  p.  73.       ' 

(*)  Pll'CKER,  ISene  Géométrie  des  Raiimcs,  i^egriaidet  niif  die  Belrac/itiing  der  geraden 
Lini&lals  liaumelement ;  Tcubner,  i868-6y. 
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des  complexes  généraux  du  second  ordre  est  nouvelle,  et  elle  vient  de 
conduire  MM.  Klein  et  Lie  à  une  conséquence  extrêmement  intéres- 
sante . 

Soient,  pour  plus  de  simplicité, 

X  =  az  -^  p, 
r=bz-\-q, 

les  équations  d'une  ligne  droite.  L'équation  générale  du  second 
degré  entre  les  cinq  variables 

a,     h,    p,     q,     aq  —  bp 

représente  le  complexe  du  second  ordre.  Cette  équation,  étudiée  par 
Pliicker,  contient  19  constantes.  Toutes  les  droites  situées  dans  un 
plan  enveloppent  une  courbe  de  seconde  classe^  toutes  celles  qui 
passent  par  un  point  décrivent  un  cône  du  second  degré. 

Si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  de  l'espace  pour  lesquels  ce  cône 
se  décompose  en  deux  plans,  on  obtient  une  surface  remarquable  du 
quatrième  ordre,  qui  avait  été  rencontrée  par  M.  Kummer  dans  ses 
belles  études  sur  les  systèmes  de  rayons  rectilignes  algébriques. 

Cette  surface  est  aussi  l'enveloppe  des  plans,  pour  lesquels  la 
conique  du  complexe  se  décompose  en  deux  points. 

Dans  un  Mémoire,  inséré  au  tome  II  des  Mathematische  Annalen  (*}, 
M.  Klein  avait  donné  plusieurs  propriétés  importantes  de  la  surface 
de  Kummer.  Dans  le  travail  dont  nous  rendons  compte,  se  trouve 
énoncé  et  démontré  un  résultat  nouveau  et  très-important  relatif  à 
cette  surface  •,  ce  résultat  consiste  dans  l'intégration  géométrique  des 
lignes  asymptotiques  de  la  surface.  Ce  sont  des  lignes  de  la  seizième 
classe  et  du  seizième  ordre  dont  toutes  les  singularités  sont  détermi- 
nées avec  la  plus  grande  élégance  ;  ainsi  elles  ont  g6  tangentes  sta- 
tîonnaires,  16  points  de  rebroussement,  16  plans  stationnaires,  etc. 

La  surface  de  M.  Kummer  comprend,  comme  cas  particulier,  un  très- 
grand  nombre  de  surfaces  remarquables,  le  tétraédroïde  de  M.  Cayley, 
et  par  conséquent  la  surface  des  ondes  de  Fresnel,  les  surfaces  du 


('  )  KcMMER,  Ueber  die  algehraischen  Strahlensrsteme,  ins  besonderc,  ûber  die  der  ersten 
und  zweiten  Ordnimg.  (^Mathematische  Abhandlungen  der  Koniglichen  Ahademie  der 
JVissemchaften  zu  Berlin,  année  1866.) 

(^)  Klein,  Zur  Ttieorie  der  Complexen  des  enten  und  zweiten  Grades.  {Math.  A  un. 
Il,  a.) 
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quatrième  ordre  ayant  une  ligne  double  appelées  surfaces  complexes 
par  Pliicker,  etc.,  etc.  On  voit  donc  combien  est  important  le  ré- 
sultat trouvé  par  les  jeunes  géomètres  de  Gœttingue  et  de  Christiania. 

A  la  fin  de  la  Note  se  trouve  exposée  une  seconde  méthode  d'inté- 
gration indépendante  de  la  théorie  des  complexes.  Les  auteurs,  par 
une  méthode  de  transformation  qui  fait  correspondre  aux  points  d'une 
droite  toutes  les  génératrices  rectilignes  d'une  sphère,  obtiennent  ce 
théorème  important  :  Toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  les  lignes  de 
courbure  d'une  -surface,  on  pourra  obtenir  les  lignes  asymptotiques 
d'une  autre  surface. 

Dans  cette  méthode,  à  une  surface  de  Kummer  correspond  une 
surface  du  quatrième  ordre  ayant  le  cercle  de  l'infini  pour  ligne 
double  \  comme  on  connaît  les  lignes  de  courbure  de  cette  dernière 
surface,  on  peut  déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  première. 

Depuis,  MM.  Klein  et  Lie  ont  étendu  les  résultats  précédents,  et 
nous  signalerons  comme  très-intéressantes  deux  Notes  de  M.  Klein  : 

Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  complexes  qui  est  analogue  au  théo- 
rème de  M.  Dupin  sur  les  systèmes  de  surfaces  orthogonales  (  *  )  ; 

Sur  la  théorie  de  la  surface  de  Kummer  et  sur  les  complexes  du  second 
degré  ( ^ ) ; 

Une  Note  de  M.  Lie  (')  :  Sur  la  théorie  des  lignes  de  courbure  éten- 
due à  un  espace  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

Dans  ce  travail  M.  Lie  veut  bien  rappeler  que  nous  avons  publié 
sur  ce  sujet  une  Note  (*)  où  nous  considérons  aussi  un  espace  à  n 
dimensions  et  où  nous  indiquons  l'existence  d'une  série  de  surfaces 
algébriques,  en  nombre  infini,  dont  on  peut  déterminer  les  lignes  de 
courbure . 

Enfin  nous  rappellerons  la  première  Note  publiée  sur  cet  impor- 
tant sujet  par  M.  Lie,  qui  a  été  imprimée  dans  les  Comptes  rendus 
(séance  du  3 1  octobre  1870)  (^). 

G.  D. 


(')  Nachrichten  von  der  Kônigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  tind  der  G.-A.  Uni- 
versicàc  zii  Gottingen  ;  n°  3,  8  mars  1871. 

(')  Même  Recueil,  n°  2,  même  année. 

(*)  Même  Recueil,  n°  7,  17  mai.  Nous  rendrons  compte  d'une  manière  plus  détaillée 
de  ces  différents  travaux  en  parlant  des  Mémoires  contenus  dans  les  Nachrichten. 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  août  1869. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  335  et  383. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  Journal  des  candidats 
aux  Écoles  Polytechnique  et  Normale,  rédigé  par  MM.  Gerono, 
professeur  de  Mathématiques,  et  J.  Bourget,  ancien  élève  de 
l'École  Normale,  agrégé  de  l'Université,  D""  es  sciences.  2^  série, 
t.  IX;  1870-.  Paris,  Gauthier-Villars  (i). 

LAGUEaRE.  —  Sur  une  formule  relative  aux  courbes  tracées  sur  les 
surfaces  du  second  ordre.  (8p.) 

Démonstration  d'une  propriété  complexe  qui  comprend  comme 
cas  particulier  les  théorèmes  suivants  : 

Le  long  d'une  même  ligne  géodésiquc,  tracée  sur  une  surface  du 
second  ordre,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  est  proportionnel  au 
cube  de  la  normale  (Joachimsthal)  5 

Le  long  d'une  même  ligne  de  courbure,  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  tangente  à  la  courbe  varie  proportionnellement  au 
cube  de  la  normale. 

Réalis  (S.).  —  Démonstration  d'une  formule  de  trigonométrie. 
{8  p.) 

NiEWENGLowsKi  (B.).  —  Étudc  de  la  sphère.  (3  p.) 
Transformation  des  courbes  sphériques  équivalente  à  plusieurs 
transformations  successives  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Allégret.  —  Note  sur  la  propriété  dont  jouit  le  cercle  osculateur  en 
un  point  quelconque  d^une  certaine  famille  de  courbes.  (2  p.) 
Les  courbes  étudiées  ont  pour  équation 

;■«=  a""  cosmO. 

Bellavitis  (G.).  —  Application  du  calcul  des  équipollences  à  la  so- 
lution de  deux  problèmes.  {2  p.) 


(')  Publication  fondée  en  1842  par  MM.  Gerono  et  Terquem,  continuée  à  partir  de 
i863  par  MM.  Gerono  et  Prouhet.  Parait  tous  les  mois  par  cahiers  in-8°  de  3  feuilles. 
La  première  série  se  compose  de  qo  volumes  et  se  termine  en  1 861  ;  la  deuxième  com- 
prend g  volumes.  Prix,  par  an  :  1 5  fr. 
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BnissE  (Ch.) .  —  Démonstralion  d^un  théorème  relatif  aux  séries  (2  p.). 
Il  s'agit  d'un  théorème  de  Gauss  relatif  au  cas  douteux  dans  lequel 


Hn+l 


lim 

Un 

JouANNE.  —  Trisection  de  L'angle  au  moyen  du  limaçon  de  Pascal. 

Lucas  (Ed.).  —  Note  sur  les  sommes  des  puissances  semblables  des  n 
premiers  nombres  entiers.  (4  P-) 

Note  intéressante  par  la  nature  des  procédés  de  démonstration. 

Neuberg.  —  Triangles  et  coniques  combinés.  (12  p.) 

Françoise  (Em,).  —  Application  du  calcul  des  équipollences  à  la 
résolution  d'un  problème  de  Géométrie  élémentaire.  (8  p.) 

Construire  un  polygone  connaissant  les  sommets  des  triangles 
semblables  à  un  triangle  donné  construits  sur  ses  côtés. 

Serret  (Paul).  —  Sur  un  théorème  de  Ferrers.  (10  p.) 

Enveloppe  de  la  pédale  d'un  point  du  cercle   circonscrit  à  un 

triangle. 

Surface  enveloppe  du  plan  tangent  au  sommet  des  paraboloïdes 

inscrits  à  l'hexaèdre. 

HoiJEL  (J.).  —  Note  sur  l'impossibilité  de  démontrer  par  une  con- 
struction plane  le  principe  des  parallèles.  (3p.) 

Painvijv.  —  Note  sur  la  transformation  homographique.  (10  p.) 

L'auteur  démontre  que  deux  figures  de  l'espace  homographiques 
ne  peuvent  pas  en  général  être  amenées  à  être  homologiques. 

Pour  que  cette  transformation  réussisse,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
courbe,  qui  dans  l'une  d'elles  correspond  au  cercle  imaginaire  de 
l'infini  appartenant  à  l'autre,  soit  également  un  cercle. 

Cette  condition  étant  remplie,  il  y  a  deux  manières,  et  deux  seule- 
ment, d'amener  les  deux  figures  à  être  homologiques. 

Anonyme.  —  Note  relative  à  quelques  cas  de  convergence  ou  de  di- 
vergence des  séries.  (5p.) 

L'auteur  examine  le  cas  douteux  dans  lequel 

lim =  1. 
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Il  donne  une  démonstration  simple  de  la  règle  connue  par  laquelle 
on  voit  si  la  série  est  convergente  ou  divergente. 

Il  déduit  ensuite  de  sa  démonstration  la  règle  de  Gauss . 

Campoux  (P.  de).  —  Des  invariants  au  point  de  vue  des  Mathéma- 
tiques spéciales  {suite  et  fin).  (lop.) 

L'auteur  s'occupe  de  l'équation  du  second  degré  à  trois  variables, 
ramenée  à  la  forme 

Il  démontre  que  cette  équation  a  trois  invariants,  et  seulement  trois, 
Pr=^(S  +  S'-f-S"),     Q  =  S'S"-f-S"S-f-SS',     R  =  -SS'S". 

Il  en  donne  l'interprétation  géométrique. 

Welsch  (J.).  —  Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  de  Monge. 

Il  s'agit  de  ce  théorème  :  La  sphère  est  la  seule  surface  dont  tous 
les  points  sont  des  ombilics. 

Béziat  (L.).  —  Solutions  de  quelques  problèmes  célèbres  par  la  mé- 
thode des  équipollences  du  professeur  Giusto  Bellavitis.  (12  p.) 

Les  problèmes  résolus  sont  les  suivants  : 

Inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  dont  les  côtés  passent  par  des 
points  donnés  ou  aient  des  longueurs  données  ; 

Circonscrire  à  un  cercle  un  polygone  dont  les  sommets  soient 
situés  sur  des  droites  données  ou  aient  des  angles  de  grandeurs 
données  5 

Etant  donnés  trois  points,  trouver  la  base  commune  des  triangles 
dont  les  sommets  sont  ces  trois  points,  dont  les  différences  des  angles 
au  sommet  sont  données  et  dont  les  rapports  des  quotients  des  côtés 
sont  aussi  donnés  5 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  :  inscrire  dans  le  cercle  un 
triangle  isoscèle,  dont  les  deux  côtés  égaux  passent  par  les  deux 
points  donnés. 

Lagl'ekke.  —  Sur  l'emploi  des  imaginaires  en  Géométrie.  (12  p.) 
Reproduction  de  la  première  leçon  d'un  cours  fort  intéressant 
professé  à  la  salle  Gerson. 
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Lagtjerre.  —  Sur  la  règle  des  signes  en  Géométrie.  (5  p.) 

L'auteur  arrive  à  cette  conclusion  : 

Lorsqu'un  tliéorème  relatif  à  des  segments  et  à  des  angles,  situés 
d'une  façon  quelconque  dans  un  plan,  est  convenablement  et  com- 
plètement énoncé,  il  doit  toujours  comporter  la  règle  des  signes. 

Hermann.  —  Méthode  de  l'élimination  des  intervalles  pour  servir  à 
la  résolution  des  équations  algébriques  ou  transcendantes.  (8  p.) 

Perfectionnement  de  la  méthode  de  Caucliy  pour  le  calcul  par 
approximations  successives  des  racines  d'une  équation. 

Transon  (A.).  —  Lois  des  coniques  surosculatrices  dans  les  sur- 
faces (6  p.) 

Une  conique  osculatrice  a  généralement  cinq  points  infiniment 
voisins,  communs  avec  la  surface;  on  nomme  conique  osculatrice 
celle  qui  a  plus  de  cinq  points  communs.  L'auteur  démontre  que, 
dans  l'ensemble  des  sections  planes  contenant  une  même  droite  nor- 
male ou  oblique,  mais  non  tangente  à  la  surface,  il  y  a  toujours 
neuf  de  ces  sections  qui  admettent  des  coniques  surosculatrices 
(ellipses  ou  hyperboles),  et  que,  dans  l'ensemble  des  sections  menées 
par  une  même  tangente,  il  y  en  a  toujours  trois  qui  jouissent  de  cette 
propriété . 

Catalan  (E.).  —  Sur  quelques  développements  en  séries.  (3  p.) 
L'auteur  somme  quelques  séries  curieuses  au  moyen  du  théorème 
suivant,  si  l'on  a 

f{x)  =  af{  bx)  -i-  a(i>{x ), 
on  en  déduit 

f[x)-=  X  +  alim.[9{^)  +  «(p(6x  )-+-...  +  a"-' 9(6"-'^)], 
où 

l  =  \im.[a"fib"x)], 

71=:  co 

et  où  a,  6,  a  sont  des  constantes  données. 

Pain  VIN   (L.).  —  Note  sur  Vhypocyclotde  à  trois  rebroussements . 

(2D   p.) 

M.  Painvin  démontre,  par  l'analyse,  les  propriétés  diverses  de 
cette  courbe  dont  Cremona  a  fait  antérieurement  une  étude  géomé- 
trique dans  le  Journal  de  Grelle^  t.  XLJV. 

LiNDELÔF  (L.),  —  Problème  de  Géométrie.  (5  p.) 
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Dans  un  triangle,  plan  ou  sphérique,  donné,  inscrire  un  autre 
triangle  de  périmètre  minimum. 

Laisant  (A.)  et  Beaujeijx  (E.).  —  Mémoire  sur  certaines  pro- 
priétés des  résidus  numériques.  (2^  p.) 

Cette  étude  renferme  des  résultats  intéressants  sur  les  caractères 
de  divisibilité  et  sur  les  fractions  périodiques. 

Laguerhe.  —  Sur  l'emploi  des  imaginaires  en  Géométrie.  (i3  p.) 
Cet  article  est  la  suite  de  celui  que  nous  avons  signalé  ci-dessus. 
M.  Laguerre  indique  une  nouvelle  méthode  de  représentation  par 
deux  points  réels  d'un  point  imaginaire,  et  il  fait  quelques  applica- 
tions de  son  système. 

Cayley.  —  Sur  la  construction  de  la  courbe  d'ombre  ou  de  pénombre 
pendant  la  durée  d'une  éclipse  de  Soleil.  (  3  p.). 

Cet  article  est  suivi  d'une  Note  de  M.  Laguerre,  indiquant  que  le 
théorème  de  Casey,  sur  lequel  Cayley  appuie  la  solution  du  problème 
précédent,  avait  été  énoncé,  en  1862,  par  M.  Moutard. 

Alexandre  (R).  —  Méthode  et  formule  pour  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  degré.  (6p.) 

Simplification  de  la  méthode  de  Tschirnhaus. 

Lucas  (Éd.).  —  Note  sur  les  coefficients   du  binôme  de  Newton. 

(3  p.) 

Somme  des  coefficients  pris  de  trois  en  trois  dans  le  cas  où  la  puis- 
sance a  l'une  des  formes  6  w,  6w -4- 3,  6w-|-i,  6n -\- 4',  6n-{-5. 

Lemoine  (E.).  —  Note  sur  l' expression  de  la  distance  entre  quelques 
points  remarquables  d'un  triangle.  (5  p.) 

Neuberg  (  J-)-  —  Théorie  des  indices  des  points,  des  droites  et  des 
plans  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre.  (33  p.) 

Ce  travail,  remarquable  par  l'élégance  des  calculs,  renferme  des 
résultats  importants  et  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes 
énoncés  pour  la  première  fois  par  le  capitaine  Faure. 

Leclert  (Ém.).  —  Propriétés  de  la  parabole.  (3  p.) 

Carnoy.  —  Note  sur  le  triangle  circonscrit  à  une  conique.  (2p.) 

Laguerre.  —  Sur  V équation  du  troisième  degré.  (6p.) 
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Painvin.  —  Note  sur  la  construction  géométrique  des  normales  à  une 
conique.  (6  p.) 

Lemoine  (L.). —  Note  sur  une  question  d'Arithmétique.  (3  p.) 
Toute  puissance  entière  (x  d'un  nombre  entier  /  peut  être  obtenue 

en  prenant  la  somme  de  Z^  termes  consécutifs  des  nombres  impairs 

fx,  A,  l  étant  entiers  et  positifs  et  /jI^  afc. 

Gilbert  (Pb-)-  —  Sur  les  courbes  planes  à  équations  trinômes. 
(2  p.) 

HoTjEL  (J.).  —  Article  bibliographique  sur  ZeCompendium  der  bo- 
beren  Analysis  de  M.  Schlomilch.  (7  p.)- 

Cet  article  renferme  des  considérations  fort  justes  sur  les  principes 
fondamentaux  de  la  méthode  infinitésimale. 

Gerono.  —  Note  sur  une  application  de  la  tnéthode  des  déterminants. 

(7P-) 

Démonstration  élégante  des  conséquences  connues  que  l'on  tire  des 

six  équations  liant  entre  eux  les  neuf  cosinus  a,  &,  c,  a',  6',  c',  a",  6", 

c"  des  angles  que  trois  axes  rectangulaires  font  avec  trois  autres  axes 

rectangidaires. 

DuRRANDE  (H.).  —  Note  sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre.  (i4  p-) 

Les  surfaces  étudiées  par  l'auteur  sont  considérées  comme  lieux 

des  intersections  successives  des  surfaces  correspondantes  de  deux 

faisceaux  de  surfaces  du  second  degré,  liées  par  une  relation  liomogra- 

phique. 

RucHONNET  (Cb.).  —  Expression  de  la  distance  d'une  courbe  à  la 
sphère  osculatrice.  (i4  p-) 
En  nommant  : 

e       l'angle  de  contingence, 

Yi      l'angle  de  torsion, 

ds    l'élément  de  l'arc  de  la  courbe, 

dS  l'élément  de  l'arête  de  rebroussemetit, 

R    le  rayon  de  la  splière  osculatrice, 

l'auteur  trouve 

e/j  (Is  dS 

Saltel  (L.).  —  Sur  la  détermination  des  foyers  d'une  section  plane 
dam  une  surface  du  second  ordre.  (6  p.) 
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GEnoNo.  —  Note  .sur  la  résolution,  en  nombres  entiers  et  positifs,  de 
l'équation 

x'"  =  y"  -+-  1 . 
(ap.). 

MouTiER  (J.).  —  Sur  la  fonction  potentielle  et  le  potentiel.  (  22  p.) 
Etude  géométrique   élémentaire   avec  applications,  destinée  aux 
élèves  de  Mathématiques  spéciales. 

JoACHiMSTHAL.  —  Sur  le  nombre  des  normales  réelles  que  l'on  peut 
mener  d'un  point  à  un  ellipsoïde.  (  9  p.) 

Cette  étude,  qui  jouit  d'une  juste  célébrité,  est  un  excellent  exer- 
cice sur  la  théorie  générale  des  équations  algébriques. 

BouRGET  (J.).  —  Note  sur  la  théorie  des  racines  carrées  et  cubiques. 

(8  p.) 

Dans  cette  Note  l'auteur  montre  comment  on  peut  généraliser  le 
procédé  habituellement  suivi,  en  partageant  la  racine  en  deux  parties 
quelconques,  mille  et  unités,  centaines  et  unités,  dizaines  et  unités, 
etc..  Il  tire,  comme  corollaire,  les  méthodes  abrégées  que  l'on  donne 
pour  l'extraction  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique. 

Lemonnier  (H.).  —  Élude  analytique  sur  la  cyclide.  (i4  p.) 

Le  Besgue  (V.-A.).  —  Sur  l'équation  du  troisième  degré.  (2  p.) 

Lemonnier  (H.).  —  Équation  de  Hesse  pour  la  détermination  des 
points  d'inflexion.  (2p.) 

Lemonwier  (H.).  —  Solution  d'une  question  géométrique.  (5  p.) 
Un  cône  du  second  degré  étant  donné  par  son  sommet  et  une  sec- 
tion plane,  en  construire  les  axes  au  moyen  de  coniques. 

BouRGET  (  J.).  —  Note  sur  les  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  (3  p.) 
z:s[x)  désignant  une  fonction  arbitraire  assujettie  à  la  seule  condi- 
tion de  cj  (  o  )  =  o ,  la  formule  de  Maclaurin  se  met  sous  la  forme 

9(.r)  =  9(0 ) -h .3;9'(o )  +  ...  +  -——- o"-' (o) -I- R, 

[Il      I  ji 

^  Tn[x)        .r'-'(i  — 0)"-'      ,^     ^ 

zs'\{i  —  B)x\       (n  — i)!        '   ^       ' 

Cette  forme,  du  reste,  comprend  toutes  les  formes  connues  et 
pourrait  en  donner  d'autres. 

BuU.  des  Sciences  mathém.  et  nstron.,  t.  H.  (Mars  1871.)  6 
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BouBGET  (J.).  —  Note  sur  la  racine  carrée  de  nombres  approchés. 

(5p.) 

DosTou  (Georges).  —  Propriété  des  bissectrices  des  angles  d\m 
triangle.,  avec  application  aux  tangentes  et  normales  de  l'ellipse  et  de 
V  hyperbole.  (4  p) 

Lemonnier  (  H.).  —  Problèmes  de  Géométrie  analytique.  (4  p-) 


ATTI  dell'  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei  (*). 
T.  XXI,  i868. 

Respighi  (L.).  —  Sur  la  latitude  de  l'Observatoire  romain,  au 
Capitole.  (44  p) 

Par  une  discussion  approfondie  de  ses  observations,  l'auteur  arrive 
à  une  valeur  moyenne  générale  de  4ï°53'33", 72,  qui  ne  s'écarte 
que  de  quelques  dixièmes  de  seconde  des  moyennes  partielles,  ainsi 
que  des  déterminations  obtenues  par  Calandrelli  et  par  le  P.  Secclii. 

Secchi  (A.).  —  Sur  les  spectres  prismatiques  des  étoiles  fixes.  (3  p.) 

Ces  spectres  se  réduisent  à  trois  types  correspondant  à  trois  classes 

d'étoiles  :  1°  étoiles  blanclies  (Sirius,  Wéga,  Altaïr,  etc.)-,  2"  étoiles 

jaunes  (le  Soleil,    la  Chèvre,  etc.)  5    3^  étoiles  fortement  colorées 

(a  d'Orion,  Aldébaran,  etc.). 

Respighi  (L.).  — Sur  la  vitesse  de  la  lumière,  déduite  des  éclipses 
des  satellites  de  Jupiter  et  de  V aberration  des  étoiles.  (17  p.) 

Discussion  des  théories  proposées  par  Klinkerfues  et  par  Hoek 
pour  expliquer  la  différence  des  résultats  obtenus  par  l'observation 
des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter  et  par  l'aberration. 

Respighi  (L.).  —  Sur  le  cratère  lunaire  de  Linné.  (4  p.) 
L'auteur  n'admet  pas  comme  prouvés  les  changements  signalés 
par  plusieurs  astronomes  dans  la  forme  de  ce  cratère. 

Secchi  (A.).  —  Seconde  série  de  mesures  micrométriques  faites  à 
V équatorial  de  Merz,  au  Collège  romain,  de  i863  à  \PS6  inclusivement. 
Étoiles  doubles  et  nébuleuses.  (10  p.) 

(*)  \o\T  lliiUelin,  l.  II,   p.  ij). 
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Spina  (C).  —  Sur  le  nombre  des  valeurs  des  fonctions  algébriques 
rationnelles  qui  contiennent  un  nombre  donné  de  lettres  ^  et  comment  on 
peut  former  les  fonctions  algébriques  rationnelles,  pour  lesquelles  il  existe 
un  nombre  donné  de  valeurs,  quand  on  permute  les  lettres  entre  elles. 

(^7  P-) 

Les  méthodes  employées  par  les  géomètres  qui  ont  travaillé  jus- 
qu'ici sur  ce  sujet  manquaient  de  la  généralité  nécessaire  pour  em- 
brasser le  problème  dans  toute  son  étendue.  L'auteur  a  eu  l'idée  de 
voir  si,  en  reprenant  la  question  au  point  où  l'avait  laissée  Lagrangc 
[Mém.  de  l 'Ac.  de  Berlin,  1 770  et  1 77 1 .  —  Œuvres,  t,  III,  p.  20J-42 1 ) , 
il  ne  serait  pas  possible  d'obtenir  par  une  voie  plus  directe  des  con- 
clusions plus  générales  et  plus  fécondes.  Il  ne  s'est  occupé,  dans  ce 
travail,  que  des  fonctions  algébriques  rationnelles,  réservant  pour 
un  second  Mémoire  rapplication  de  sa  méthode  aux  fonctions  algé- 
briques irrationnelles. 

En  partant  de  la  théorie  générale  des  combinaisons,  il  en  déduit 
le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  algébrique  rationnelle;  il  dé- 
veloppe, d'après  Poinsot,  la  théorie  des  périodes  cycliques,  en  la 
rattachant  à  celle  des  polygones.  Passant  ensoiite  de  la  solution  di- 
recte de  la  question  à  la  solution  inverse,  c'est-à-dire  à  la  recherche 
de  la  fonction  de  m  lettres  données  qui  admet  un  nombre  donné  N 
de  valeurs,  il  démontre  d'une  manière  tout  à  fait  élémentaire  le 
théorème  de  Bertrand,  que  si  la  fonction  a  moins  de  m  valeurs,  elle 
n'en  a  pas  plus  de  2,  et  la  nouvelle  démonstration  ne  repose  sur 
aucun  postulatum. 

Respighi  (L.).  —  Sur  la  scintillation  des  étoiles.  (17  p.) 


ANNALEjN    der  Physik    uwd  Chemie,    herausgegeben   von   J.-('. 
PoGGENDORFF.  Bd.  CXL,  1870.  —  Leipzig,  Ambr.  Ijarth  ('). 

Ketteler  (Ëd.).  —  Sur  les  constantes  qui  entrent  dans  les  formules 
de  dispersion. 

En  traitant  d'une  manière  très -générale  le  mouvement  d'un 
système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  ré- 
pulsion mutuelle,  Cauchy  est  parvenu  à  établir  une  relation  entre 


(')  Annalet  de  Physique  et  de  Chimie,  publiées  par  M.  Poggendorff,  1870. 

6. 
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rindice  de  réfraction  n  et  la  longueur  d'onde  /  d'un  rayon  lumineux 
qui  traverse  un  niilieii  isotrope.  Cette  relation  est  contenue  dans  la 
formule 


I         ,         B        C        D 

n'  /-        /*        /*" 


Eu  désignant  par  X  la  longueur  d'ondulation  dans  le  vide,  on   a 
"k  =z  nl^  et,  en  remplaçant  l  par  sa  valeur, 


Pour  obtenir  n  en  fonction  de  À,  Cauchy  renverse  la  série  et  arrive 

à  la  formule  bien  connue 

b         c 
n  =  a  -^  r, — h  T — h.... 

Toutefois,  ce  renversement  n'est  justifié  que  par  une  hypothèse  sur 
la  décroissance  rapide  des  coefficients  A,  B,  C, —  M.  Christoifel  (*) 
s'est  eiforcé  de  combler  la  lacune  que  présentait  le  raisonnement  de 
Cauchy;  il  a  montré  que,  dans  la  plupart  des  cas,  on  peut  attribuer 
aux  deux  coefficients  A,  B  des  valeurs  finies  du  même  ordre,  et  né- 
gliger tous  les  suivants.  En  outre,  il  établit  que  A  est  une  quantité 
toujours  positive,  et  B  toujours  négative,  ce  qui  permet  d'exprimer  n 
en  fonction  de  1  à  l'aide  de  l'équation 

où  «0,  1q  sont  deux  constantes  qui  caractérisent  le  milieu  réfringent. 
On  tire  de  là 


M.  Briot  a  repris  la  question  dans  ses  Essais  sw  la  théorie  mathé- 
matique de  la  lumière  (i864;  ;  il  adopte  en  définitive  une  formule  qui 
coïncide  avec  celle  de  Christoifel.  M.  Redtenbacher  (*)  a  proposé,  de 
son  côté,  la  formule  suivante  : 


I  b 

—  =rt  H-   —,  -h  C>} 

ri'  /.' 


(•)  Monatsherichte  der  Berl.  Ahad.,  octobre  1861. 
^'^  Drnamid^n  System.  Mannheini,  1857. 
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Mise  à  l'épreuve  par  Verdct  et  par  M.  Mascart,  qui  l'ont  comparée 
aux  observations,  elle  n'a  donné  que  des  résultats  peu  satisfaisants, 
tandis  que  la  formule  de  ChristoU'el  représente  assez  bien  les  indices 
observés,  lorsqu'on  a  déterminé  convenablement  les  constantes  w^,  ^q. 

M.  Ketteler  s'est  donné  pour  tache  de  vérifier  à  fond  la  formule 
primitive  de  Cauchy,  en  conservant  d'abord  deux,  puis  successive- 
ment trois,  quatre  et  cinq  termes  de  la  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  négatives  de  la  longueur  d'ondulation  /,  et  en  introdui- 
sant finalement  des  termes  en  l^  et  /*.  Les  valeurs  des  longueurs 
d'onde  À  qu'il  emploie  sont,  pour  la  partie  visible  du  spectre,  les 
moyennes  des  déterminations  d'Angstrom,  \  an  der  Willigen, 
Ditsclieiner  et  Mascart;  pour  le  spectre  ultra-violet,  il  adopte  les 
résultats  des  mesures  de  M.  Mascart  [Annales  de  l'École  Normale 
supérieure,  t.  I).  Les  déterminations  d'indices  de  réfraction  que 
M.  Ketteler  choisit  pour  les  faire  servir  de  pierre  de  touche  à  la 
théorie  sont  les  suivantes  :  indices  du  spath  d'Islande  et  d'un  flint 
de  Rossette,  mesurés  par  M.  Mascart  pour  les  principales  raies, 
depuis  le  rouge  jusqu'à  l'extrémité  ultra-violette  du  spectre  ;  indices 
de  l'eau  et  d'un  flint  de  Merz  à  forte  dispersion ,  mesurés  par 
M.  Van  der  Willigen  (les  indices  du  flint  sont  donnés  pour  02  raies  de 
Fraunhofer  dans  la  partie  visible  du  spectre) . 

La  formule  de  ChristofTel  peut  s'écrire  comme  il  suit  ; 

Pour  l'appliquer  au  calcul  des  indices  du  rayon  ordinaire  du  spath, 
M.  Ketteler  détermine  les  constantes  A,  B  par  les  raies  B  etO; 
M.  Mascart  avait  fait  usage  des  raies  D  et  N,  M.  ChristofTel  avait  fait 
concourir  au  même  but  toutes  les  observations  à  la  fois.  Les  résultats 
diffèrent  peu  : 

K.  M.  Cb. 

A  ==0,371875,       0,371944»       0,371956; 
B  =:  o,ooio5i8,     o,ooio552,     o,ooio55i. 

Les  valeurs  de  w,  calculées  au  moyen  de  ces  constantes,  s'accordent 
assez  bien  avec  les  valeurs  observées  à  partir  de  la  raie  D  (les  écarts 
dépassent  rarement  l'unité  de  la  quatrième  décimale)  \  mais,- pour  les 
raies  A,  B,  C,  l'accord  est  beaucoup  moins  satisfaisant,  les  écarts 
atteignent  ici  2,  3,  4  et  5  unités  de  la'quatrième  décimale.   Avec  la 
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formule  de  Redtenbacher,  des  écarts  de  cet  ordre  se  présentent  par- 
tout ,  quoiqu'elle  renferme  une  constante  de  plus  que  celle  de 
Christoiiel.  La  formule  de  Redtenbacher  est  donc  à  rejeter;  quant  à 
celle  de  Cluistoirel,  M.  Ketteler  la  juge  au  moins  insuffisante, 
l'incertitude  des  indices  observés  n'étant,  selon  lui,  que  de  2  ou 
3  unités  de  la  cinquième  décimale  (c'est  trop  présumer,  croyons- 
nous,  de  la  perfection  actuelle  des  moyens  d'observation). 

11  introduit  donc,  à  titre  d'essai,  d'abord  une  troisième  constante  C, 
puis  une  quatrième  D  et  une  cinquième  E.  Il  se  trouve  que  les  termes 
de  la  série  sont  alternativement  positifs  et  négatifs 


1                 B       C 

D       E 

-    -, f-  7- 

n'                 /'  "^  l' 

/"            /* 

En  augmentant  ainsi  pas  à  pas  le  nombre  de  ses  constantes, 
M.  Ketteler  obtient  nécessairement,  pour  les  indices  calculés,  des 
valeurs  qui  se  rapprochent  de  plus  en  pkis  des  valeurs  observées; 
mais  l'accord  s'améliore  très-lentement ,  et  cinq  termes  ne  suffisent 
pas  encore  pour  rejeter  tous  les  écarts  sur  la  cinquième  décimale.  Les 
valeurs  des  coefficients  B,  C,  D  grandissent  à  mesure  que  la  série 
s'allonge,  et  la  convergence  diminue  plutôt  qu'elle  n'augmente, 
^'oici  les  valeurs  des  coefficients  pour  chaque  phase  du  calcul  {^)  : 

A  B  c  D  E 

0,371944.  o,io552, 

0,372192,  0,10917,  0,0108, 

0,372516,  0,11609,  0,0542,     0,0825, 

0,372833,  0,12672,  0,1782,     0,6081,     0,794. 

L'auteur  ne  donne  que  les  logarithmes  des  constantes  B,  C,  D, ..., 
et  il  ne  paraît  pas  être  bien  au  courant  de  la  manière  usuelle  de  les 
écrire;  il  donne  le  signe  —  au  logarithme  d'un  nombre  négatif  cl 
écrit,  par  exemple, 

logD  =: — 0,9168761  —  8,     au  Heu  de    8,9168761,,. 


C)  Pour  éviter  les  zéros,  nous  supposerons  les  longueurs  d'onde  exprimées  en  dix- 
millièmes  de  millimètre  :  A  =  7,6oi3,  pour  la  raie  A,  etc.;  M.  Ketteler  les  donne  en 
millièmes  de  millimètre. 
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Dans  tout  son  travail,  il  transcrit,  avec  seprdécimales,  les  logarithmes 
des  constantes  pour  lesquelles  deux  ou  trois  décimales  suffiraient 
amplement. 

Le  calcul  de  l'indice  de  la  raie  Q  par  la  série  poussée  à  quatre  et  à 
cinq  termes  donne  respectivement 

—  =  0,37252  —  o,o3i3o  4-  o,oo3g4  —  0,00162, 

—  =:  0,37283  —  0,03417  ■+■  0,01260  —  0,01  192  -f-  0,00420. 

Il  saute  aux  yeux  que  toute  cette  queue  de  termes  nouveaux  dont 
on  peut  allonger  la  formule  de  CliristofTel  ne  procure  pas  un  avan- 
tage qui  compense  la  longueur  du  calcul. 

E 

M.  Ketteler  se  décide  alors  à  remplacer  le  cinquième  terme  —  par 

un  terme  en  /*;  puis,  voyant  que  la  convergence  devient  meilleure, 
il  supprime  encore  le  terme  j^  y  et  s'arrête  à  la  formule  suivante  : 

^,  -  H/   +  A        ^,        ^^ 
En  prenant 

K  =  o,oooo32g3,     A  =  0,371412,     B  =  0,10373,     G  =  o,ooo34, 

on  a,  par  exemple,  pour  la  raie  Q, 

—  =  0,00012  4-  0,37141  —  0,02797  —  o,oooo3. 

Cette  formule  donne  un  résultat  à  peu  près  satisfaisant.  L'adjonc- 
tion d'un  nouveau  terme  L/*  ne  l'améliore  en  rien^  M.  Ketteler  est 
donc  d'avis  qu'elle  possède  toutes  les  qualités  d'une  bonne  formule 
d'interpolation,  et  qu'on  peut  s'y  arrêter  définitivement.  Le  coeffi- 
cient C,  qui  est  presque  sans  influence  dans  le  cas  du  spath ,  prend 
des  valeurs  plus  sensibles  pour  d'autres  substances. 

M.  Mascart  était  arrivé,  de  son  côté,  à  une  formule  empirique  ren- 
fermant une  puissance  positive  de  la  longueur  d'onde 

7  -s,  b         c 

71  =  /rX'  H-  a  -+-  -r-  -H  ^ . 

M.  Ketteler  préfère,  pour  des  raisons  tliéoriques,  réunir  en  un 
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seul  les  deux  derniers  termes  de  sa  formule ,  en  l'écrivant  comme  il 


suit  : 


'==K^  +  A-      ^ 


n^  l'  —  c 

Pour  le  spath,  il  trouve  finalement 

K  =  0,00004910,     A  =  0,370994,     B  =  0,10074»     c=:  0,0641; 

les  écarts  entre  les  indices  calculés  et  les  indices  observés  ne  dépas- 
sent plus  cinq  unités  de  la  cinquième  décimale. 

Des  calculs  analogues,  exécutés  sur  les  indices  de  réfraction  d'un 
flint  lourd  de  Rossette,  paraissent  confirmer  la  formule  à  laquelle 
M.  Ketteler  donne  la  préférence^  les  constantes  sont  ici 

K  =  0,00004214,     A  =  o,39i38i,     B  =  o,i349,     c  =  o, 4-738. 

Les  indices  de  l'eau,  mesurés  par  M.  Van  der  Willigen,  conduisent  à 
un  résultat  analogue-,  les  constantes  sont 

K  =r  o,oooo8o3o,     A  =0,567118,     B  =  0,11 334,     <^  =  o>49%' 

Le  même  observateur  avait  déterminé  les  indices  d'un  flint  de 
Merz,  pour  52  raies  du  spectre  visible.  Ces  mesures  sont  très-mal 
représentées  par  la  formule  de  Christolfel  et  par  la  seconde  série  de 
Caucliy,  qui  donne  n  en  fonction  de  X;  la  formule  de  M.  Ketteler  les 
représente  à  2  ou  3  unités  près  de  la  cinquième  décimale.  Une  appli- 
cation assez  bizarre  de  la  méthode  des  moindres  carrés  le  conduit 
finalement  à  rejeter  tout  à  fait  les  séries  de  Cauchy  et  à  justifier  l'in- 
troduction du  terme  hP.  La  formule  empirique  par  laquelle  les  obser- 
vations sont  le  mieux  représentées  peut  donc  s'écrire,  en  réunissant 
le  terme  KP  au  terme  constant  A, 

j__  _A B_ 

ii'~  I  —  kP       /'—  c' 

M.  Ketteler  s'eflbrce  ensuite  de  trouver  à  ses  constantes  une  inter- 
prétation analogue  à  celle  des  constantes  de  la  formule  de  Christoffel ; 
enfin,  s'appuyant  sur  les  théories  de  M.  Briol,  il  démontre  que  le 
terme  IkP  provient  de  l'influence  directe  que  les  molécules  pondé- 

rables  exercent  sur  l'éther  en  mouvement,  tandis  cpieles  termes  -r^» 
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C 

—  7  •  •  •  sont  dus  aux  changements  de  densité  du  fluide  étliéré  dans  le 

voisinage  des  molécules  pondérables.  Ces  deux  influences  seraient 
plus  ou  moins  sensibles,  suivant  la  nature  particulière  à  chaque 
milieu  réfringent. 

En  résunaé,  ces  recherches  prouvent  que  la  théorie  de  la  dispersion 
est  encore  loin  de  fournir  l'explication  complète  des  phénomènes 
élémentaires  que  l'observation  permet  de  constater. 

Tl.  R. 


MÉLANGES. 

SUR  LA  PARALLAXE  DIJ  SOLEIL  DÉDIITE  DES  OBSERVATIONS  MÉRIDIEMES 
DE  MARS  EN  1862; 

Par  m.  CH.  ANDRÉ. 

Au  moment  où,  par  suite  du  prochain  passage  de  Vénus,  l'atten- 
tion des  astronomes  se  trouve  forcément  reportée  sur  la  discussion 
des  différentes  valeurs  de  la  parallaxe  du  Soleil,  il  nous  a  paru  oppor- 
tun de  rappeler  un  Mémoire  remarquable  publié  dans  les  Washington 
astronomical  Observations  for  i86j,  et  trop  peu  connu  en  France. 

L'une  des  meilleures  méthodes  de  détermination  de  la  parallaxe 
du  Soleil  consiste  dans  la  mesure  de  la  parallaxe  de  Mars,  mesure 
que  l'on  etfectue  en  comparant,  au  moment  de  l'opposition  et  dans 
deux  stations  de  latitudes  fort  différentes,  les  déclinaisons  de  Mars 
avec  celles  d'étoiles  voisines.  Cette  méthode,  proposée  d'abord  par 
M.  Le  Verrier,  puis  par  M.  Winnecke,  a  été  mise  en  pratique,  en 
1862,  d'après  le  plan  suivant. 

Dans  un  grand  nombre  d'Observatoires  de  l'un  et  de  l'autre  hé- 
misphère, on  a  observé  simultanément,  au  cercle  méridien,  la  planète 
Mars,  au  moment  de  son  opposition,  et  un  certain  nombre  d'étoiles 
choisies  préalablement. 

En  comparant  chaque  couple  d'observations  correspondantes,  faites 
dans  chacua  des  deux  hémisphères,  on  aurait  une  valeur  de  la  paral- 
laxe de  Mars  et,  par  suite,  de  celle  du  Soleil  ^  mais,  en  procédant 
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ainsi,  on  perd  un  grand  nombre  d'observations  qui,  faites  à  l'une  des 
deux  stations,  n'ont  pas  leurs  correspondantes  dans  l'autre.  Or  il  est 
un  moyen  de  les  faire  concourir  toutes  à  la  détermination  de  la  paral- 
laxe, et,  par  suite,  d'accroître,  pour  ainsi  dire  indéfiniment,  l'exac- 
titude du  résultat. 

1.  Les  perturbations  du  mouvement  de  la  Terre  et  de  Mars  étant 
parfaitement  connues  pour  l'époque  des  observations,  chaque  obser- 
vation de  la  planète  conduira,  en  réalité,  à  une  équation  de  condition 
entre  la  parallaxe,  les  six  éléments  de  l'orbite  de  la  Terre  et  ceux  de 
Mars.  Treize  observations,  comparées  à  la  théorie,  suffiraient  alors  en 
toute  rigueur  pour  corriger  les  éléments  de  celle-ci.  Mais,  si  les 
observations  ne  comprennent  qu'un  court  intervalle  de  temps,  un 
naois  par  exemple,  les  coefficients  de  correction  seront  si  faibles  que 
l'on  ne  pourra  accorder  aucune  confiance  aux  valeurs  qui  en  seront 
déduites.  En  fait,  nous  dirons  que  nos  équations  suffisent  seulement 
à  déterminer  un  petit  nombre  de  fonctions  des  éléments,  et  que,  si  le 
choix  des  valeurs  de  ces  éléments  n'a  été  déterminé  que  par  les  con- 
ditions de  satisfaire  aux  fonctions  précédentes,  elles  pourront  varier 
beaucoup  sans  cesser  de  satisfaire  à  nos  équations  de  condition. 

L'une  de  ces  fonctions  est  certainement  l'erreur  de  la  déclinaison 
de  Mars  ou,  si  l'on  veut,  l'erreur  dz  de  la  coordonnée  rectiligne  z, 
qui  représente  la  distance  absolue  de  la  planète  au  plan  de  l'équateur 
terrestre.  Cette  erreur  peut  être  développée  en  série  suivant  les  puis- 
sances du  temps,  et  les  coefficients  de  ce  développement  remplacent 
les  éléments  eux-mêmes. 

Nous  avons  donc 

comme  on  a 

z  =  Asinô, 

A  étant  la  distance  de  la  planète  à  la  Terre  et  §  sa  déclinaison,  il 
vient 

</z  =  Acosô.rfô, 

et,  par  suite,  on  a,  pour  l'erreur  tabulaire  de  la  déclinaison, 

Si  Ton  étudie  la  table  des  erreurs  tabulaires  données  par  Wiimecke 
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dans  ses  Beobachtnngen  des  Mars  um  die  Zeit  der  Opposition,  1862,  on 
reconnaît  non-seulement  qu'une  telle  supposition  est  possible,  mais, 
en  outre,  que  le  coefficient  de  f*  ne  surpasse  jamais  o",  00045  pour 
une  période  de  dix  jours,  on  pourra  donc  négliger  ce  terme  sans  s'ex- 
poser à  commettre  aucune  erreur  sensible. 

D'autre  part,  l'expression  de  l'erreur  tabulaire  de  déclinaison 
doit  évidemment  comprendre  un  terme  constant  provenant  de  toutes 
les  erreurs  constantes  commises  dans  la  mesure  des  déclinaisons; 
soit  Do  ce  terme,  ou  la  correction  de  la  parallaxe  et  posons,  en  outre, 

A'  =  Acosô; 

chaque  comparaison  d'une  déclinaison  observée  et  de  la  déclinaison 
calculée  qui  lui  correspond,  donnera  une  équation  de  la  forme 

a  et  |3,  Do  et  ou  étant  des  quantités  inconnues  à  déterminer. 

Tel  est  le  principe  de  la  méthode  employée;  nous  devons  faire 
connaître,  maintenant,  les  observations  qui  ont  servi  de  base  au  tra- 
vail que  nous  analysons. 

2.  Les  observations  comprises  dans  la  discussion  actuelle  sont  les 
suivantes  : 

HÉMISPHÈRE    NORD. 

PoLLKOvA.  — Beobachtungen  des  Mars  von  Dr.  A.  Winnecke;  3i  ob- 
servations. 

Helsikgfors.  —  Beobachtungen  des  Mars  und  der  Winnecker' schen 
Vergleichsterne;  18  observations. 

Leidej».  —  Astronomische  Nachrichten,  t.  LXll;  29  observations. 

Greenwich.  —  Greemvich  Observations,  of  1862;  4»  observations. 

Albany.  —  Washington  Observations,  of  i863  ;  26  observations. 

Washington. — Washington  Observations^  ofi862  ;  36  observations. 

HÉMISPHÈRE    SUD. 

WiLLiAMSTOWJs .  —  5i  obscrvations,  par  M.  Robert  Saint-Elbry. 
Cip  de  Bonne-Espérance.  —  43  observations,  par  M.  Thomas 
Maclear. 
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Santiago.  —  Observaciones  meridianas  y  micrometricas  relativas  al 
planeta  Marte  al  tiempo  de  su  oposicion,  en  1862.  Verificandas  en  el 
Observatorio  Nacional  de  Santiago  de  Chili^  49  observations. 

Pour  l'hémisphère  nord i54 

Pour  l'hémisphère  sud i43 

Total 297 

3.  Quant  à  la  discussion  de  ces  observations,  elle  a  été  faite  comme 
il  suit  :  le  point  essentiel  est  de  les  rendre  rigoureusement  comparables 
entre  elles  5  on  y  arrive  en  les  déduisant  toutes  séparément  d'une 
position  des  étoiles  de  comparaison.  Dans  le  plan  de  Winnecke, 
chaque  observation  de  Mars  est  comparée  aux  observations  analogues 
de  huit  étoiles  de  comparaison.  Une  éphéméride  des  positions  de  ces 
étoiles  étant  préparée,  la  comparaison  de  la  distance  polaire  observée 
d'une  étoile,  avec  celle  que  donne  l'éphéméride,  donne  une  correc- 
tion apparente  de  cette  observation.  La  moyenne  des  huit  corrections, 
ainsi  obtenues  dans  une  nuit  de  travail,  par  un  même  observateur, 
est  considérée  comme  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  la  distance 
polaire  de  Mars  observée  le  même  soir. 

Si  chaque  observateur  observait  chaque  nuit  les  huit  étoiles  de 
comparaison,  la  position  moyenne  adoptée  pour  chaque  étoile  serait 
entièrement  indifférente  5  mais,  fréquemment,  on  ne  peut  observer 
qu'une  partie  des  étoiles  de  comparaison,  il  est  donc  nécessaire  de 
diriger  le  calcul  de  réduction  de  telle  sorte  que  la  position  moyenne 
obtenue  pour  chaque  étoile  soit  indépendante  du  lieu  particulier  où 
elle  a  été  observée.  Le  peu  d'observations  dont  on  dispose  empêchant 
de  les  corriger  toutes  des  erreurs  particulières  à  chaque  instrument  et  à 
chaque  observatoire,  on  a  déduit  les  positions  adoptées  des  observa- 
tions faites  à  Greenwich,  Poulkova,  Albany  et  Washington,  en  ayant 
soin  de  les  rendre  comparables  ents'e  elles  au  moyen  des  corrections 
données  par  Auw^ers,  pour  chacun  de  ces  observatoires,  dans  son 
Mémoire  sur  les  corrections  nécessaires  pour  réduire  les  différents  cata- 
logues à  un  catalogue  fondamental. 

Quant  aux  distances  polaires  de  Mars,  elles  ont  été  calculées  d'après 
les  tables  de  M.  Le  Verrier,  en  adoptant  8'',9  pour  parallaxe  du 
Soleil, 

Pour  former  les  équations  de  condition,  les  observations  ont  été 
divisées  en  cinq  séries  de  vingt  à  vingt-cinq  jours  de  durée  ^  les  deux 
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premières  comprennent  les  observations  faites  avec  le  groupe  d'étoiles 
choisi  par  Winneckc;  de  plus,  par  une  discussion  attentive  des 
obsei'vations,  on  a  trouvé  que,  pour  les  ramener  à  la  même  erreur  pro- 
bable, on  devait  les  multiplier  par  un  facteur  convenable,  que  j'appel- 
lerai la  mesure  de  précision. 
Ceci  posé,  soient 

a   l'erreur  de  la  distance  polaire  nord  au  milieu  de  la  série  ; 

j3  la  variation  de  a  en  dix  jours,  quantité  supposée  constante  pen- 
dant la  série  ; 

7t'  le  quotient  par  0,89  de  la  correction  de  la  parallaxe  moyenne 
horizontale,  équatoriale  du  Soleil  ; 

la  forme  générale  des  équations  de  condition  sera 

ir  (         /=    '         o,8qsin2' 
\  "^  10  A 

où  l'on  a  représenté  par 

K    la  mesure  de  la  précision  ; 

l      l'époque  exprimée  en  jours  du  milieu  de  chaque  série  5 

z'  la  distance  zénithale  géocentrique  apparente,  comptée  vers  le 
sud; 

A    la  distance  de  la  planète  à  la  Terre; 

d^  la  différence  entre  la  distance  polaire  géocentrique  nord  cal- 
culée et  la  même  quantité  donnée  par  l'observation. 

En  appliquant  cette  équation  générale  à  chacune  des  297  observa- 
tions dont  on  dispose,  on  forme  cinq  séries  d'équations  numériques, 
où  les  coefficients  de  l'inconnue  principale  tt  '  sont  de  signes  contraires 
pour  chacun  des  deux  hémisphères.  On  traite  séparément  chacune 
de  ces  séries  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  et  l'on  obtient, 
comme  équations  normales  de  chaque  série, 

[  o  = -I- 3i  i,oa,  —     ii,5[3,—    32,4t:' ■+- 48",5, 

I"       |o=—     n,5ai -f- i45,8j3,  4- i44>o-' +  i4''»o, 

(o  =  —    32,4a, -4- I  i4.o(3,  H- 533,9-' -+- 4i">8; 

!o=: -{- 3o8,oa!  H-  6, 2 [Si -f-  122,771' H-  2", 5, 
0=-+-  6,2 aj -f-  ^1,1^^7 —  ^9^9~' —  i">3, 
o=4-i22,7aj —    19,9(354-719,671'  —  25",  3; 
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o  = +  287,0  «3+   4»8[33+   67,97r' -t-    y, g, 

0  =  +      4,8a3  +  33,6(3,  —    12,477'—    7",., 

o  =  -H    67,9a3  —  12, 4(33  -f-  567,1  tt'  +  i3",o; 

[  o  =  H-  192,03:4  —  23,8(34  +    62,i7r'  +44">4» 

4°  |o  =  —  23,8^4+24,7^4 —  ll,0  7r' —  9")7> 
o  =  +  62,1  a^  —  ii,o(34  +  427>9îr'  +  38",  4; 
o  =  +  264,0 «s  +  23,5 (3s  —   83,2 tt'  +  75",  I, 

5°  {0=4-  23,5as  + 45,4(35+  26,47r'+  7", 5, 
o  =  —    83,2aj  + 26,4(3»  + 378,277' +  38",6. 

La   résolution  de  chaque   système   d'équations,    pris   isolément, 
donne,  pour  les  inconnues,  les  valeurs 

1°  «,  =  — o",i67,  Pi  =  — o",o53,  77'=:  —  ©",077; 

2°  «j  =  —  o",o2o,  (32= +  0",  024,  7:'=  +  o",o39; 

3°  cci=  —  o'',oi6,  (3,=:  +  o",  210,  7r'  =  —  o",oi6; 

40  a4=-o",  188,  (3,=  +o",  187,  77'=  — o",  057; 

5°  as  =  — o",354,  (3»=+o",ii9,  7t'  =  -o",  188, 

qui,  à  proprement  parler,  ne  doivent  être  considérées  que  comme  des 
premières  approximations.  Pour  obtenir  une  valeur  plus  exacte  de 
7:',  nous  procéderons  par  approximations  succcessives.  (3  est  la  varia- 
tion que  suliirait  la  valeur  de  a.  en  dix  jours,  si  cette  quantité  variait 
uniformément.  Or,  comme  nous  avons  maintenant  une  série  de  valeurs 
de  a,  pour  des  dates  distantes  de  quinze  à  vingt  jours,  nous  pourrions, 
si  toutes  ces  valeurs  étaient  comparables,  en  déduire  par  différence 
les  valeurs  de  (3.  En  réalité,  deux  de  ces  valeurs  seulement,  les  deux 
premières,  sont  rigoureusement  comparables  entre  elles  ;  mais,  prises 
deux  à  deux,  toutes  les  séries  d'observations  ont  des  étoiles  com- 
munes ^  les  différences  probables  des  moyennes  des  liuit  étoiles  sont 
donc  si  petites,  qu'il  parait  difficile  qu'il  en  résulte  des  erreurs  sur 
les  valeurs  de  /3  déduites  de  leurs  différences. 

La  comparaison  des  cinq  valeurs  successives  de  a  donne  pour  (3  les 
nouvelles  valeurs 

+  o",o9,     +o",o5,     — o",o5,     — o",  12,     — o",  12; 

les  nombres  y  croissent  en  sens  inverse  des  valeurs  déduites  des 
équations,  et,  de  plus,  ils  y  ont  des  signes  contraires.  Un  pareil  ré- 
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sultat  ne  peut  être  attribué  qu'à  des  erreurs  accidentelles,  et,  au 
lieu  de  se  servir  de  l'un  ou  de  l'auti-e  des  deux  systèmes  de  valeurs 
de  j3,  il  est  préférable  de  déduire,  de  leur  ensemble,  les  valeurs  les 
plus  probables  de  cette  inconnue  ;  elles  sont 

(3.  =  +  o",o4,  (3,  =  +  o",o4,  (33  =  o",oo,  (3,=  -o",o3,  p^=-o",o3. 

Une  seconde  approximation  donne  alors  pour  tt' 

7r'=  — o",o5. 

Portant  ces  valeurs  de  j3  et  de  tc'  dans  la  première  équation  de 
chaque  série,  on  aura  de  nouvelles  valeurs  de  a,  qui,  combinées 
avec  les  valeurs  précédentes  de  j3  et  portées  dans  la  dernière  équa- 
tion de  chaque  série  donneront,  pour  tt',  et,  par  suite,  pour  tt,  les 
valeurs  suivantes  : 

1°  iz' = — o",og6,  7r=:8",8i5 

2."  7i'  =  4-o",o34,  7r  =  8",93o 

3°  77'  =  — o",  023,  7r  =  8",88o 

40  tt'  =  -  o",  oSg,  TT  =  8",  847 

5»  77'= +0",  175,  Tr  =  8",744 


Moyenne 77'  =  — o",o5o,    77  =  8",  855 

L'erreur  probable  de  chaque  équation  est  d'environ  o",  82  ;  l'erreur 
probable  de  la  valeur  conclue  pour  tt' est  donc  approximativement 
de  o",oi6,  et  l'erreur  probable  de  la  quantité  tt  est  elle-même 
de  o",  oi4- 

Mais  cette  méthode  suppose  que  les  erreurs  de  toutes  les  équations 
séparées  sont  entièrement  indépendantes,  hypothèse  qui  revient  à 
admettre  que  les  observations  faites  à  chaque  observatoire  ne  sont 
point  affectées  d'erreurs  particulières  à  l'observateur. 

Cette  hypothèse  est  peu  probable  5  mais  l'influence  d'une  pareille 
cause  d'erreur  est  peut-être  insensible.  Pour  s'en  assurer,  on  a  calculé, 
d'après  les  méthodes  ordinaires,  les  résidus  correspondants  à  chaque 
équation.  Eliminant  alors  les  équations  qui  correspondent  à  des 
observations  où  ces  erreurs  sont  considérables,  on  a  trouvé,  pour  la 
valeur  de  la  parallaxe  du  Soleil,  déduite  des  observations  méridiennes 
de  Mars  à  son  opposition  de  1862,  le  nombre 

8",  855, 


96  BULLETIN  DES  SCIENCES 

avec  une  erreur  probable  de 

d=o",o2o, 
quantité  qui  n'est  que  le 

I 

w 

de  la  valeur  elle-même  de  la  parallaxe. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

Brûmmer  (F.).  —  Hiilfsmittel  fur  den  Unterricht  in  der  Géométrie, 
2.  Aufl,  Gr.  in-8.  Wittenberg,  Herrosé.  -  Thlr. 

Campanella  (F.).  —  Délie  trasformazioni  geometriclie,  In-8,  48  p., 
con  lo  tav.  Genova,  tip.  dei  Sordo-Muti. 

Denza  (F.).  —  Le  stelle  dei  periodi  di  novembre  i868  ed  agosto  1869 
osservate  in  Piemonte  ed  in  altre  contrade  d'Italia.  Memorie  V  e 
VI.  In-8,  85  p.  Torino,  tip.  Collegio  Artigianelli. 

Denza  (F.).  — jNorme  per  le  osservazioni  délie  météore  luminose. 
In-8,  26  p.  Ibidem. 

Erdmann  (Th.).  —  Das  Descartes'sclie  Foliimi  in  seiner  Verallge- 
meinerung.  Programm  der  Realscliule  zu  Munster.  In-4.  i4  S.  u. 

I  Taf. 

Guldberg  (A.- S.).  —  Matematikens  Betydning  og  Anvendelse,  Fem 
populœre  Foredrag.  Christiania,  Lund.  In- 12,  1870.  4^  Sk. 

Hoschek  (J.).  —  Die  centrale  Projektionsmethode  und  ihre  Anvs^en- 
dung  in  der  Perspective.  Programm  der  Realschule  zu  St.  Pôlten. 
In-8.  36  S.  mit  3  Taf. 

Meyer.  —  Vorlcsungen  til^er  bestimmte  Intégrale  zwischen  reellen 
Grenzen,  nach  Lejeune-Dirichlet.  —  Leipzig,  Teubner.  1871.  In-8. 
(628  p.)  4  Thlr. 

Thiele  (T.-N.). —  En  mathematisk  Formel  for  Dôdeligheden,  prijvet 
paa  en  af  Livsforsikkringsanstalten  af  1871  benyttet  Erfarings- 
raekke.  20  Siderin-8.  Kjôbenhavn,  Reitzel.  24  Sk. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.         -  97 

MÉLANGES. 

MÉMOIRE  SUR  LE  PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION  ('); 

Par  m.  J.-A.  SERRET. 

La  première  idée  de  la  propriété  qui  constitue  le  principe  dit  de  la 
moindre  action  est  due  à  Euler  -,  ce  grand  géomètre  démontra  elîecti- 
vemcnt,  dès  1744^  à  la  fin  de  son  Traité  des  isopérimèlres,  que,  dans 
les  trajectoires  décrites  par  les  forces  centrales,  l'intégrale  de  la 
vitesse  multipliée  par  l'élément  de  la  courbe  est  toujours  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  Lagrange  montra  ensuite,  en  1760  (®),  que  la 
même  propriété  peut  être  étendue  au  mouvement  d'un  système  quel- 
conque de  corps,  pourvu  que  le  principe  des  forces  vives  ail  lieu,  et  il 
en  développa  l'application  à  la  solution  d'un  assez  grand  nombre  de 
problèmes.  Aussi  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique  analytique  'm^aa-t- 
il  plus  tard  que  la  propriété  dont  il  s'agit  méritait,  à  raison  de  son 
importance,  de  faire  l'objet  d'un  nouveau  principe  général  de  dyna- 
mique, qu'il  appela  de  la  moindre  action,  sans  se  dissimuler  la  défec- 
tuosité de  cette  dénomination,  renouvelée  de  Maupertuis  (*). 

Pour  faire  usage  du  princij^e  de  la  moindre  action  dans  la  solution 
des  problèmes  de  Mécanique,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la  variation  de 
l'intégrale  dont  la  valeur  est  un  maximum  on  un  minimum,  et  le  ré- 
sultat qu'on  obtient  ainsi  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  la  formule  géné- 
rale de  la  dynamique.  Il  est  donc  peu  important,  à  ce  point  de  vue, 
de  savoir  si  le  maximum  ou  le  minimum  a  lieu  effectivement  :  ce  qu'il 
faut,  c'est,  je  le  répète,  que  la  variation  de  l'intégrale  soit  nulle,  et 
la  démonstration  que  Lagrange  a  donnée  de  son  principe  n'établit  pas 
autre  chose. 

Mais  il  n'en  est  pas  moins  d'un  haut  intérêt  pour  l'Analyse  et  pour 
la  Mécanique  générale  qu'une  propriété  aussi  remarquable  du  mou- 
vement soit  connue  exactement.  Je  suis  parvenu  heureusement  à 
combler  la  lacune  qui  existait  à  cet  égard,  en  calculant  la  variation 


(')  Lu  à  rAcadémie  des  Sciences,  le  12  juin  1871. 

(^)  Miscellanea  Taurinensia,  t.  II,  ou  OEuvres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  365. 

(')  Mécanique  analytique,  3®  édition,  t.  I,  p.  229  et  281. 

liull.  (les  Sciences  inathém.  et  cistron.,  t.  II.  (Avril  iSji.) 
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du  deuxième  ordre  de  l'intégrale  dont  la  variation  du  premier  ordre 
est  nulle.  Cette  variation  du  deuxième  ordre  est  toujours  positive, 
au  moins,  tant  que  l'intervalle  de  temps  auquel  se  rapporte  l'inté- 
grale reste  inférieur  à  une  certaine  limite,  et  l'on  peut  affirmer,  dès 
lors,  que  le  minimum  a  lieu  effectivement,  en  général.  Mais  lorsque  la 
limite  dont  je  viens  de  parler  existe  et  qu'elle  est  atteinte  ou  dépas- 
sée, il  peut  arriver,  et  il  arrive  en  effet  généralement,  que  le  minimum 
n'a  plus  lieu. 

L'analyse  que  je  développe  dans  ce  Mémoire  est,  je  crois,  la  pre- 
mière application  importante  qui  ait  été  faite  du  Calcul  des  imria- 
tions  à  la  distinction  du  maximum  et  du  minimum;  aussi  mérite-t- 
elle peut-être,  à  ce  point  de  vue,  d'arrêter  un  instant  l'attention  de 
FAcadémie. 

§  I. 
Démonstration  générale  du  principe  de  la  moindre  action. 

\ .  Le  principe  de  la  moindre  action  dont  je  me  propose  de  pré- 
senter ici  une  démonstration  complète  peut  être  énoncé  de  la  manière 
suivante  : 

Lorsque  le  principe  des  forces  vives  est  applicable  à  un  système  de 
points  matériels  libres  ou  liés  entre  eux  et  sollicités  par  des  forces  données, 
le  mouvement  du  système  est  tel,  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
des  divers  corps  multipliées  par  les  éléments  des  trajectoires  respectives  a, 
entre  deux  positions  quelconques  du  système,  une  intégrale  minimum  j 
c  est-à-dire  que  Vintégrale  dont  il  s'agit  est  moindre  dans  le  mouvement 
réel  que  dans  le  mouvement  nouveau  qui  aurait  lieu  si,  rendant  le  pre- 
mier mouvement  impossible  par  V introduction  de  liaisons  nouvelles,  on 
obligeait  les  corps  à  suivre,  sous  l'action  des  mêmes  forces,  des  trajec- 
toires infiniment  voisines  des  premières,  pour  passer  de  la  première  posi- 
tion à  la  seconde,  tout  en  laissant  subsister  l'équation  des  forces  vives  et 
en  conservant  la  valeur  de  la  constante  qui  exprime  la  différence  entre  la 
demi-somme  des  forces  rives  et  la  fonction  des  forces.  Il  peut  arriver 
cependant  que  le  minimum  cesse  d'avoir  lieu  dès  que  l'intervalle  de  temps 
auquel  se  rapporte  l'intégrale  atteint  ou  dépasse  une  certaine  limite. 

Comme  la  quantité  de  mouvement  est  le  produit  de  la  masse  par  la 
vitesse,  et  que  l'élément  de  la  trajectoire  est  le  produit  de  la  vitesse 
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par  l'élément  du  temps,  si  l'on  désigne  par  2T  la  somme  des  forces 
vives  des  divers  corps  et  par  t  le  temps,  l'intégrale  V  que  nous  avons 
à  considérer  aura  pour  valeur 

(i)  ^  ^  \  '2'^f/^ 

<o  et  ti  étant  les  valeurs  du  temps  t  qui  répondent  à  deux  positions 
successives  du  système  \  et  pour  étal^lir  le  principe  dont  nous  nous 
occupons,  il  suffit  de  prouver  que  l'on  a 

ÔV=o,     ô^V>o, 

(J  étant  la  caractéristique  des  variations. 

2.  Si  l'on  rapporte  la  position  des  corps  à  trois  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires,  et  que  l'on  désigne  par  a;,  y,  z  les  coordonnées 
de  la  masse  m,  au  bout  du  temps  f,  on  aura 

(2)  T:dt^  =  -\  m{dx^ -h  dy- -h  dz'), 

le  signe  \  s'étendant  à  tous  les  corps  du  système.  Prenons  les  varia- 
tions des  deux  membres,  on  aura 

BTdP-h  zTdtddl  =\  m[dxdàx  -\-  dfdof -h  dzdèz); 

le  premier  membre  de  cette  formule  est  égal  à 
dtèi2Tdt)  —  oTdt\ 

et  le  second  membre  peut  être  mis  sous  la  forme 

d{Tdt)-Wdt\ 


en  posant 

. 

(3) 

^      V       f  dx  ^          dr   ^           dz  ^  \ 

(4) 

on  a  donc 

(5) 

àiïTdl)  =  dr +  (iT  ^^')dl, 
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et,  en  différentiant  de  nouveau  avec  la  caractéristique  â^ 

(6)  è'i^Tdt)  =  f/ôr  +  (ai  -  W]èdt  +  (Ô=T  -  SW)dt. 

Mais  la  formule  (i)  donne,  par  les  principes  du  calcul  des  variations, 

si  donc  on  désigne  par  Fo,  Fi  les  valeurs  de  F  qui  répondent  à 
t  =  Iq^  t  =  ti^  on  aura 

(rj)    ôv=  (r,  -  r«)  -I- r  \èT-W)dt, 

(8)  ô^Y=:(ôT,- ar„) _^p^iL=^}Mi dt  +  p {^^-i-è^)dL 

Ces  formules  (7)  et  (8)  sont  générales,  et  elles  subsistent,  quelles 
que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  les  corps  et  les  liaisons  du 
système.  Mais  si,  comme  nous  le  supposons  essentiellement,  le  prin- 
cipe des  forces  vives  a  lieu,  on  a 

(9)  T-U  =  C, 

en  désignant  par  U  la  fonction  des  forces  et  par  C  une  constante  arbi- 
traire. Nous  supposons  encore  que  la  constante  C  ne  varie  pas  dans 
la  dirterentiation  avec  la  caractéristique  J,  en  sorte  que  l'on  a  aussi 

En  outre,  pour  tous  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les 
liaisons  du  système,  on  a,  par  la  formule  générale  de  la  dynamique, 

(il)  ¥-ÔU  =  o; 

et  enfin,  comme  les  coordonnées  aux  limites  de  l'intégration  sont, 
par  liypotlièse,  constantes,  leurs  variations  de  tous  les  ordres  sont 
uuUes,  ce  qui  donne 

ro  =  o,   r,  =  o,    ar„  =  o,    ar,  =  o. 

Il  suit  de  là  que  la  formule  {7)  se  réduit  à 

av  :=  o, 
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résultat  connu,  et  que  la  formule  (8)  devient 


12)  Ô^V=:    f  '(Ô^U  —  ô 


W)dt. 


3.  Pour  calculer  la  variation  du  deuxième  ordre  d^  V,  je  ferai  usage 
des  formules  de  la  dynamique  mises  sous  la  forme  générale  que 
Lagrange  leur  a  donnée.  Ainsi  les  coordonnées  ayant  été  exprimées 
en  fonction  d'un  nombre  quelconque  n  de  variables 

q*,   </2,.  . .,    qn, 

si  l'on  fait  généralement 

d(ji  =  (j'idt, 

la  force  vive  2 T  deviendra  une  fonction  des  variables  q  et  q\  laquelle 
sera  homogène  et  du  deuxième  degré  par  rapport  aux  </',  et  l'on  aura 


'-'    "^=sv#-^;-  -=i;i.- 


q- 

d'où 

Zj\dt         Dç,       :)qi/     ' 

i 

le  signe  \  s 'étendant  aux  valeurs  i,  2,...,  w  de  l'indice  i. 

Si,  en  faisant  usage  des  liaisons  entre  les  coordonnées  rectangu- 
laires, on  a  réduit  les  variables  q  au  plus  petit  nombre  possible,  les 
variations  ^q  seront  toutes  arbitraires,  et  la  formule  (11)  donnera 
les  n  équations  du  mouvement 

(.5)  '  l|I-^-^=o. 

^  dt         iqi       ^qi 

lesquelles  subsisteront  tant  qu'on  n'introduira  pas  de  liaisons  nou- 
velles. Je  supposerai  que  l'on  ait  procédé  de  cette  manière.  Quant  à 
l'équation  (9)  des  forces  vives,  elle  persiste,  ainsi  que  sa  diftéren- 
tielle  rfT=dU,  malgré  l'introduction  de  liaisons  nouvelles  indé- 
pendantes du  temps.  Cette  dilférentielle  peut  se  déduire  de  l'équa- 
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tion  (il),  en  remplaçant  la  caractéristique  d  par  d,  et  l'on  a,  en 
conséquence, 


i 

Difïérentiant  avec  la  caractéristique  §  les  équations  (i4)  et  (i6),  il 
viendra,  après  la  suppression  des  termes  nuls  en  vertu  des  for- 
mules (i5), 


{i8)  o  =  y  \d—j^-  Ô^  —  d^jq'i- 

i 

Il  faut  remarquer  que  nous  pourrions  éliminer  de  nos  formules 
l'élément  dt  du  temps,  en  faisant  usage  de  l'équation  des  forces  vives  ^ 
mais  il  est  préférable  ici  de  conserver  le  temps  comme  variable  indé- 
pendante et  d'exécuter  seulement  l'élimination  de  la  variation  ^dt., 
c'est  en  vue  de  cette  élimination  que  nous  avons  formé  l'équa- 
tion (i  8). 

Je  poserai 

k 

le  signe  \  s'étendant  aux  valeurs  i ,  2,. ..,  n  de  l'indice  /«,  et  je  ferai 
aussi,  quel  que  soit  l'indice  k^ 

(20)  ixk-=-oqk—  ^'^qu\ 

alors,  si  l'on  retranche,  de  l'équation  (17),  l'équation  (18)  multi- 
pliée par  co,  on  aura 


(21) 


l    d—  \ 

'^W  -TT        V        1^-       ^^''  ^^T  .^^U) 

^      \      dt  l^qt         ^qij 


4,  Les  n  quantités  a  que  nous  substituerons  aux  ^q  ne  sont  pas, 
comme  celles-ci,  toutes  arbitraires^  il  existe  entre  elles  une  relation 
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linéaire.  Ellectivement,  la  formule  (20)  donne 

(22)  dqk  =  xk  -^  (tiq'^y 

et,  en  portant  celle  valeur  de  dqi,  dans  la  formule  (19),  on  oblienl 


(23) 

à  cause  de  l'équation 

(24) 

qui  résulte  du  théorème  des  fonctions  homogènes . 
La  différentiation  de  l'équation  (19)  donne 

cl  — 
Mais  on  a 

le  deuxième  et  le  troisième  terme  du  second  membre  de  la  formule 
précédente  ont  donc  pour  somme 


ou  encore,  à  cause  de  la  formule  (22), 


=  ^ièT+W)=^, 


qk  T  dt 


mais,  par  les  formules  (19)  et  (24),  le  premier  et  le  dernier  terme  de 

P  .       -.    do)         ,,   .  .  ,        oi  dJ  w  du 

1  expression  de  -r-  se  réduisent  respectivement  a  —  rp  -7-  =^  ~  t  ~j~ 
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dt 


^  èdt    ,.  .  ,  .     .        „,     . 

et  a  -jr'i  taisant  donc,  pour  abréger  1  écriture, 


1 

dû) 
~dt~ 

dt 

(25) 

on  aura 

(26) 

Si  l  on  pose  généralement 

dq\  =.q[[dt, 
la  différentiation  de  l'équation  (22)  donnera  ensuite 

(27)  éq,=  -^  +  6q,-tû)ql. 

Cela  posé,  on  a 


àT 


et,  à  cause  des  formules  (22),  (27),  en  remarquant  que  ;— r  est  une 
fonction  linéaire  et  homogène  des  quantités  q'^ 


(.8)  a^=yf-4^ 


d^ 


A 

Diiïérentions  cette  équation  (28)  et  divisons  ensuite  par  dt.,  on 
aura  après  la  suppression  des  termes  en  ddt.,  qui  se  détruisent, 

d~ 

.     ^<l'i        d  V  /    ^'T     don         y-T 

à 


—  _  V  ('        —      ^       \ 

-^  dtZi  Vq\  ^q\.  'dt    "^  ^r^, ^7 


dt  _ 

d'Jr  d^K 


dt  D^î  </^  <//' 

Enfin  on  a  aussi,  par  les  formules  (22)  et  (27),  en  faisant  usage' 
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du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

(3l)  Ôr—  =>r r a* -f-  W  — r^  • 

^qi     Aj^qi^qk  dt 

Portons  dans   l'équation  (21)  les   valeurs  fournies  par   les  for- 
mules (29),  (3o),  (3i).  Les  termes  multipliés  par  w  disparaissent  en 

vertu  des  équations  (  1 5  ) ,  et  le  terme  en  -j-  s'évanouit  aussi ,  en  vertu 
de  l'équation  (aS).  Quant  aux  termes  multipliés  par  0,  ils  se  ré- 
duisent à  2Ô\  r — a,,  à  cause  des  formules  (i5),  c'est-à-dire  à 


2  vv  ^^  ^u 

=    >     >    : : a,  (Xh. 


H 

T  Z-Zj  Mi  Mk 

i      k 

D'après  cela,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

,/  yT         yT 

a 


I    Vq'i7>q,     M'.MiJ       yj        yy    ,  2  .^u  ^u 

-2  dt  ^q,iqk       ^qi^qk       i^qioq/i 

on  aura,  après  une  transformation  facile,  et  parce  qu'il  est  permis 
d'intervertir  les  indices  i  et  A;  sous  le  double  signe  \  » 


33) 


i  OT       cv-^i  2^2,  ^', ^'^  ^'  dt    )      ZZ  M\  M'k  dt    dt 

j  \     i      k  y  i      k 

lit-  i      t- 


i      k  i      k- 


Cette  expression  de  ^"^  —  J'U  ne  renferme,  comme  on  voit,  que  les 
variations  dq  et  leurs  difïërentielles  ^  elle  est  indépendante  de  la 
variation  §dt  de  l'élément  du  temps. 

5.  D'après  la  formule  (  23),  parmi  les  n  quantités  a,  n  - —  i  seule- 
ment sont  arbitraires,  et  l'on  peut  exprimer  ces  n  quantités  en  fonc- 
tion de  w —  I  indéterminées  nouvelles.  Je  poserai,  en  conséquence, 
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quel  que  soit  i, 

ou,  pour  aljréger, 

(34)  a,-  =  \  Xarox; 

l'indice  \  doit  recevoir  les  n  —  i  valeurs  i ,  2, . . . ,  (w  —  i)  ;  les  n  —  i 
fonctions  xs  demeurent  arbitraires,  tandis  que  je  me  réserve  la  faculté 
de  choisir  à  volonté  les  n(w  —  i)  fonctions  X,y)^.  J'établis  dès  à  pré- 
sent entre  ces  fonctions  les  w  —  i  relations  comprises  dans  la  formule 

(35)  im^"^=°' 

t 

et  en  vertu  desquelles  les  équations  (23)  se  trouvent  vérifiées. 
Je  ferai  aussi 


et 

(37)  ^^=2u^^'-"-dr'  y^=L~dr-dr' 


en  sorte 

que 

l'on  aura 

(38) 

doci 
dt 

=«:  + 

(3.-, 

doc\ 
dt 

=  a" 

+  y.-. 

Alors  si 

l'on 

pose 

(39) 

2A  = 

11 

i      k 

-{a 

(Sa  +  ^aIS,-), 

(4o) 

2B  = 

11 

1      k 

-P«- 

Pa, 

puis 

(in  M: 

=\ 

Y     ^'T 

fa.Vi  — 

V.  P>.- 

-4- 

vv 

yï 

(42; 
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~=SS4k''°'' 


[ 


^-T 


yi: 


dt  ^q\^qk       i)q'k^q 


J 


-  >  y  Ei,kai<Xk, 

i      fc 
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la  formule  (33)  deviendra 


(43) 


dk 


§^r_§2\}--:^ 2BH-M  +  N. 

dt 


6.  On  a,  par  les  formules  (34),  (36)  et  (37), 


Kiyk—<x\^i=yy%, 


dX 


*,i^ 


).    (. 


dt 


dm^ 

HT 


dm 


^—j^\m-jr-^.-^ 


(44) 


„      rf^x, 

a, 


dXi 


dt 


\ 


ii(Xk=  y  y  Xi,x\k.vL 


X 


MiGJu 


Il   s'ensuit   que  M  est   une   fonction  linéaire   et  homogène   des 

(n  —  i](n  —  2)  .,         f/cT|x  dmx  ,  -  ,, 

^^ — quantités  mx  -j^  —  gî^  —7-  ?  et  que  l\  est  une  tonc- 

tion  homogène  du  deuxième  degré  des  n  —  i  quantités  u,  laquelle 

n{n  —  I  ) 


renferme,  en  conséquence, 


termes.  Je  me  propose  de  dispo- 


ser des  fonctions  indéterminées  X,,.  de  manière  que  l'on  ait  identi- 
quement 

(45)  M  =  o,     N  =  o, 

et  l'on  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'il  suffit,  pour  remplir  cet  objet, 
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d'établir  entre  les  n[n  —  i)  fonctions  X,yx,  un  nombre  de  relations 
égal  à 

(/i-i)(n-2)  _^  n(n-i)  _,^__.,^ 

2  2 

Ces  [n  —  i)^  équations,  jointes  aux  n  —  i  qui  sont  comprises  dans  la 
formule  (35)  constituent  un  système  de  n(n  —  i)  équations  simul- 
tanées qui  déterminent,  comme  je  vais  le  démontrer,  les  valeurs  des 
n[n  —  i)  fonctions  X,^>  dont  nous  avons  besoin. 

7.  Les relations  qu'il  faut  établir  entre  les  fonc- 
tions X,  X  pour  que  M  soit  nulle  sont  comprises  dans  la  formule  sui- 
vante : 


(46) 


}       i      k 


formule  que  l'on  peut  employer,  même  dans  le  cas  de  A  =  f/,  parce 

qu'alors  elle  se  réduit  à  une  identité. 

^  n{n  —  i)  ,         .  ,  .  i^T    , , 

louant  aux équations  nécessaires  pour  que  i\  s  evanouiase, 

elles  sont  comprises  dans  la  formule 

m     !  "i^X(G.,.x,,-.%-+G,.,x,.^) 

i       k 

-f-  2%  \    H,-,iX,-,7,XA,.  =  O, 


où  l'on  fait,  pour  abréger, 

(48)  Ga=''^'-'^-     '^^  '''' 


dt  iiq'i^qk       i^q'k^qi 

Ainsi  le  système  simultané  qui  détermine  les  fonctions  X,,>,  est 
composé  des  équations  comprises  dans  les  formules  (35),  (46)  et 
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(47)7  où  les  indices  X,  p  doivent  recevoir  les  valeurs  i,  2,.  -7  (^ — 0- 
Mais  la  formule  (47)  peut  être  simplifiée;  si,  en  effet,  on  en  re- 
tranche l'équation  (46)  différentiée,  on  obtient  la  formule  nouvelle 


Vyjii^x,/^^- 


(49) 


dV 


\  -SS--^"-^ 


-   >  y    L/!,.Xt,.^X/,>.  =:  O, 


où  l'on  a  fait 

(5o)  U.i 


cVT 


D^U 


2  ?u  ;)U 


dt  t)qi^qk       'dÇi^qk       T  ^9,  ^qt 

D'un  autre  côté,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (35),  on  a 


:5i) 


^T 


^=S 


Considérons  X  comme  constant  et  donnons  à  jx  les  valeurs  i,  2,..., 
(w  —  i);  les  w  —  I  équations  (49)  et  l'équation  (02)  pourront  être 

résolues  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre  — r-j— •  D'après  un 

théorème  connu,  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  de  ces 
dérivées  est  égal  au  produit  de  deux  autres  déterminants  dont  le  pre- 


:)^T 


n  est  auti'e 


mier  formé  avec  les  n^  dérivées  du  deuxième  ordre  ^  ,  .   r 

Mi  Mk 

chose  que  Vinvariant  A  de  la  force  vive  considérée  comme  fonction 
des  seules  variables  9',  et  dont  le  second  X  a  pour  valeur 


(53; 


Xi= 


X,,. 

-?^2,t 

•  •         Xn,i 

X,.. 

X2,2 

•  •         An, 2 

x.,„_, 

x.,„_,    . 

Xn,n— 1 

9', 

v'2 

•   •         q'n 
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On  aura  donc  des  équations  résultantes  de  la  forme 

Z,  >,  étant  une  fonction  entière  relativement  aux  X*,,^  et  linéaire  par 
rapport  aux  dérivées  du  premier  ordre  — j-^'  Quant  aux  coeffi- 
cients, ils  sont  des  fonctions  déterminées  de  f,  ainsi  que  l'inva- 
riant A,  lequel  ne  peut  jamais  se  réduire  à  zéro. 

Si  l'on  donne  à  i  les  valeurs  i,  2,...,  w,  et  à  X  les  valeurs  i,  2,..., 
[n  —  i),  la  formule  (54)  représentera  un  système  àen[n  —  i)  équa- 
tions différentielles  auxquelles  répondra  certainement  un  système 
intégral  renfermant  o.n[n —  i)  constantes  arbitraires.  Ces  arbitraires 
seront,  si  l'on  veut,  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  X,^x  et 
leurs  premières  dérivées  pour  t=z  t^^  mais,  comme  ces  valeurs  ini- 
tiales doivent  satisfaire  aux  équations  (35),  (5 1)  et  (46)  après  qu'on 
y  a  fait  ï  =  <o,  et  que  le  nombre  de  ces  équations  est 

oAn  —  i)  -f- ' i 

1 

il  s'ensuit  que  les  expressions  cherchées  de  nos  fonctions  X,-,^  renfer- 

,  in  —  i)  (3n  —  2)  1  . 

meront  seulement  ^^ constantes  arbitraires. 

2 

On  peut  établir  au  surplus  ce  dernier  point  avec  une  entière  ri- 

guem\  A  cet  effet,  posons 

i       k  i       k 

ce  qui  réduit  l'équation  (46)  à 

(56)  Y,,x  =¥,.,„ 

et  écrivons  la  formule  (5i)  sous  la  forme  suivante  : 

d  — 

i      k  i 

Si  l'on  suppose  ).   constant,  et  que  l'on  donne  à  /x  les  valeurs  i , 
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2,...,  («  —  i),  la  formule  (55)  comprendra  n  —  i   équations,  qui, 
jointes  à  la  formule  (57)  constitueront  un  système  de  n  équations, 

dans  lequel  les  coefficients  des  n  dérivées  — ~-  auront  évidemment 

pour  déterminant  le  produit  AX,  en  sorte  qu'on  aura  des  résultats 
de  la  forme 

Pix  désignant  une  fonction  entière  des  quantités  Yx,j^  et  X^^j,.. 

Cela  posé,  parmi  les  valeurs  initiales  des  n[n  —  i)  fonctions  X,^, 
il  y  en  a  w  —  i  qui  sont  déterminées  par  les  équations  (35)  en  fonc- 
tion des  [n —  i)^  autres,  et  celles-ci  demeurent  arbitraires.  En  outre, 
à  cause  de  la  formule  (56),  les  quantités  Y>.,,^  sont  au  nombre  de 

n(n  —  i)         ,  ,  •   •  •  1  *  1  ' 
î  et  leurs  valeurs  initiales  peuvent  être  regardées  comme 

arbitraires;  la  formule  (58)  détermine  alors  les  valeurs  initiales  des 
dérivées      ,''  en  fonction  des  arbitraires  choisies,  lesquelles  sont  au 

nombre  de 

fr,       .^2  ■    ^^(^  — 0_  {n  —  i){3n  —  2) 

[n       i;  -\ —  . 

2  2 

Les  intégrales  générales  du  système  (54)  ne  peuvent  pas  vérifier 
l'équation  X  =  o,  et  il  est  évident  que  l'on  peut  même,  si  l'on  veut, 
choisir  pour  l'une  des  arbitraires  la  valeur  de  X  qui  répond  à  t=  to. 
Il  s'ensuit  que  les  seconds  membres  des  équations  (58)  auront,  pour 
t  =  t^^  des  valeurs  finies  et  déterminées. 

8.  Il  est  nécessaire  pour  notre  objet  cjue  les  n^^n — i)  fonctions 
X/^X7  déterminées  comme  on  vient  de  le  dire,  conservent  des  valeurs 
finies  pour  toutes  les  valeurs  de  i  comprises  entre  to  et  /j.  Il  faut,  en 
outre,  que  ces  fonctions  soient  telles,  qu'ayant  fixé  à  volonté  les  va- 
riations dq^  on  puisse  tirer  des  équations  (34)  des  valeurs  finies  et 
déterminées  pour  les  w  —  i  fonctions  cy  ;  car,  s'il  en  était  autrement, 
le  système  des  arbitraires  cy,  que  nous  avons  substitué  au  système 
des  a,  n'aurait  pas  la  même  généralité  que  celui-ci.  Je  dis  que  la 
condition  dont  je  parle  sera  toujours  remplie,  tant  que  le  détermi- 
nant X  ne  se  réduira  pas  à  zéro. 

En  eiîet,  à  cause  des  formules  (aS)  et  (35),  les  n  équations  con- 
tenues dans  la  formule  (34)  se  réduisent  h  n  —  i  distinctes.  Mais, 
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pour  en  déduire  les  valeurs  des  n  —  i  quantités  cy,  on  peut  les  em- 
ployer toutes,  en  remplaçant  les  a  par  leurs  valeurs  tirées  des  for- 
mules (20),  et  laissant  w  indéterminée  5  la  valeur  qu'on  obtiendra  de 
cette  manière  pour  w  devra  coïncider  avec  celle  que  donne  la  for- 
mule (19)-  En  procédant  ainsi,  la  formule  (34)  devient 

(59)  èqi ■=  \  X;,), cîx 4-  q\  w, 

et  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des  variables  ctx  et  œ 
dans  les  n  équations  que  cette  formule  comprend  est  précisément  X. 
La  valeur  de  cjx  restera  donc  finie  tant  que  l'on  n'aura  pas  X  =  o. 
Soit  X^^^  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  dans  X  la  dernière 
ligne  horizontale  et  la  fc'^'""  colonne  verticale,  la  valeur  de  w  tirée  des 
équations  (Sp)  sera 

k 

et,  en  la  comparant  avec  celle  que  donne  l'équation  (19),  on  obtien- 
dra la  formule 

(60)  x(')  =  ^2L, 

ôq,^  2T 
laquelle  est  effectivement  identique. 

9.  Nous  sommes  actuellement  en  mesure  de  procéder  à  la  démons- 
tration générale  du  principe  que  nous  avons  en  vue. 

Les  fonctions  X,  7,  ayant  été  déterminées  de  manière  que  les  équa- 
tions (45)  soient  satisfaites,  la  formule  (43)  se  réduit  à 

(61)  ô¥-ô'U=^-2B. 

Si  donc  les  fonctions  X,^x  conservent  des  valeurs  finies,  et  que  le  dé- 
terminant X  ne  se  réduise  pas  à  zéro,  quand  t  varie  de  t^  à  <i,  la  for- 
mule (12)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(62)  Ô^V=  r  \^dtx 

car  A  est  une  fonction  homogène  et  linéaire  des  variations  ùq^  les- 
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quelles  s'évanouissent,  par  hypothèse,  pour  t=to  et  pour<=/,, 
avec  les  variations  des  coordonnées  rectangulaires. 

Or,  par  la  propriété  des  fonctions  homogènes  dont  nous  avons 
déjà  fait  usage,  on  a 

I        K 

donc  la  quantité  2B  est  précisément  ce  que  devient  la  force  vive  2T 
quand  on  remplace  g',,  ç'j, . . .,  q'n  par  ^,,(32,...,  ^„;  il  s'ensuit  que 
3B  est  essentiellement  positive  et  que  l'on  a,  en  conséquence, 

(63)  ô'V>o, 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

A  la  vérité,  la  quantité  2B  s'évanouirait  si  les  quantités  (3  étaient 
identiquement  nulles;  mais  le  déterminant  X  étant  différent  de  zéro, 
cela  ne  peut  arriver,  d'après  la  première  des  formules  (Sj),  que  si 

les  dérivées  —r-  sont  toutes  nulles,  auquel  cas  les  quantités  tSx  se- 
raient constantes,  et  par  conséquent  nulles,  puisqu'elles  se  réduisent 
à  zéro  pour  t=  <o  et  pour  /  =  ^  ',  les  arbitraires  a  se  réduiraient  donc 
elles-mêmes  à  zéro,  et  les  déplacements  qui  répondent  à  la  caracté- 
ristique d  auraient  lieu  suivant  les  trajectoires  mêmes  des  corps,  hy- 
pothèse qui  doit  évidemment  être  écartée. 

Le  déterminant  X  est  une  fonction  déterminée  du  temps  <,  ou, 
plus  généralement,  de  la  variable  indépendante  qu'on  voudra  choisir, 
et  l'on  a  vu  que  cette  fonction  renferme  dans  son  expression,  comme 

1      p        •        xr      (n  —  i)(3/i  —  2)  ,.      .         . 

les  tonctions  X,,).,  —^ constantes  arbitraires.  Au  moyen 

de  ces  arbitraires,  on  peut  faire  en  sorte,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  que  X  ait  une  valeur  quelconque  donnée  pour  1=1^^  limite  in- 
férieure de  l'intégrale  considérée  \  .  Mais,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs que  l'on  suppose  aux  arbitraires,  le  temps  croissant  à  partir 
de  Iq^  il  arrivera  généralement  que  l'on  aura  X  =  o  pour  une  certaine 
valeur,  de  ^,  et  il  pourra  se  faire  aussi  que,  pour  une  certaine  va- 
leur de  <,  quelqu'une  des  fonctions  X;,^  cesse  d'être  finie.  La  plus 
petite  valeur  de  t  pour  laquelle  l'une  ou  l'autre  de  ces  circonstances 
se  présentera  sera  plus  ou  moins  grande  selon  les  valeurs  attribuées 
aux  arbitraires,  mais  elle  pourra  avoir  une  limite  supérieure  t^-h  z. 
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C'est  donc  alors  seulement,  pour  les  valeurs  de  t  comprises  entre  t^, 
et  t^  -f-  r,  qu'on  peut  assigner  aux  fonctions  X,-,^  des  valeurs  finies 
qui  ne  réduisent  pas  à  zéro  le  déterminant  X^  et,  en  conséquence, 
pour  être  en  droit  d'aftirmer  que  l'inégalité  (63)  subsiste,  il  faut  sup- 
poser 

/,<?„+ T. 

L'existence  du  minimum  est  assurée  tant  que  tx  est  inférieur  à 
to-{-T\  mais  il  peut  arriver  que,  pour  1^  =  to-h  t,  il  n'y  ait  plus  de 
minimum.  On  sait  que  diverses  questions  de  maximimi  et  de  mini- 
mum conduisent  à  des  conclusions  analogues. 

S  II. 

Examen  du  cas  particulier  des  systèmes  à  liaisons  complètes. 

10.  Le  principe  de  la  moindre  action  ne  concerne  que  les  systèmes 
dans  lesquels  le  nomljre  des  liaisons  est  inférieur  de  deux  unités  au 
moins  au  nombre  des  coordonnées  des  corps.  Le  cas  de  w  =  a,  que 
je  me  propose  d'examiner  ici,  peut  donc  être  regardé  comme  celui 
des  systèmes  à  liaisons  complètes,  au  point  de  vue  des  propriétés  rela- 
tives à  la  moindre  action. 

Dans  ce  cas,  le  nombre  des  fonctions  X,,).  se  réduit  à  deux,  et, 
commet  est  toujours  égal  à  i,  je  supprimerai  ce  deuxième  indice. 
Ainsi,  en  conservant  toutes  les  notations  dont  j'ai  fait  usage,  on  aura 

(l)  a,  =X|GT,       «jr^XîCT, 

et  les  fonctions  Xi,  Xs  seront  liées  entre  elles  par  l'équation 

Le  déterminant  X  a  pour  valeur 

(3)  X  =  q\X,-q\\,, 

et,  à  cause  de  la  formule  (a),  on  trouve,  en  faisant  usage  de  la  pro- 
priété des  fonctions  homogènes, 

4)  A.  =  -rr,  r-r  \,      Aj  = -,-  A. 

2  i    ^</j  2l    ^^, 
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Quant  à  l'invariant  A  de  la  force  vive,  il  a  pour  expression 

et,  si  l'on  pose 

(6)  ®  =  \/^^' 

la  quantité  que  j'ai  désignée  par  2B  aura  pour  valeur 

en  sorte  que  l'expression  de  la  variation  du  deuxième  ordre  de  l'in- 
tégrale Y  est,  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

L'équation  différentielle  qu'il  faut  joindre  à  l'équation  (2)  pour 
déterminer  les  fonctions  Xi,  Xj  est  fournie  par  la  formule  (47)  ou 
par  la  formule  (49)  du  §  I  j  cette  écjuation  est  la  suivante  : 

D'T^    .      yT     ^\^'X,    .  /    cVT  ;)^T       \rf'X. 


^q'-y       ^?'.^^2    7  dt'       vq'M,         ^g?    7  dt 

(^^     ■        +(G,,.X.  +  G.,,X0^H-(G,,.X.4-G,.,X0^ 


-h  [L,,,  Xî  +  (L,,2  +  Lj., ) X,  X, -f- L2,o X^ ]  =  o ; 
mais  on  a,  par  les  formules  (4)  et  (6), 


.9- 


V/2TA  ^9  2  s/2  TA  ^^î. 


et,  en  transportant  ces  valeurs  de  Xj,  X2  dans  l'équation  (8),  on  ob- 
tient, après  la  suppression  du  facteur  0  commun  à  tous  les  termes, 
l'équation  différentielle  du  deuxième  ordre  en  0 

(.0)  ^+K0  =  o. 

Cette  équation  déterminé  0  en  fonction  du  temps  et  de  deux  con- 
stantes arbitraires  -,  on  en  conclut  immédiatement  ensuite,  par  les 

8.* 


ii6 
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équations  (6)  et  (9),  le  déterminant  X  et  les  fonctions  Xi,  Xj.  Quant 
au  coefficient  K,  en  faisant  usage  des  équations  différentielles  du 
mouvement,  il  est  facile  de  lui  donner  la  forme  suivante  : 


(II)   l  s/Â     (ii'    ^TA 


dt 


SU 


^     Dlc^ ^  9b, 


où  l'on  a  fait,  pour  abréger  l'écriture, 

s'T  :)T  DT   jnr_  ST  DT 

Dg', D^i  D^'2  D^2    ^Ç'i^Çi  ^<l\  ^Çi 

y-T     DT  DT     D'T  DT  DT 

2 


2TA 


"Dç'jD^i  Dç'2  D^,    ^q\^q^^q\   D^, 
D^T/DTV     D^T  DT  DT   D'T /DT\^ 


(ï2) 


D^J  WJ        "^^.^.^q^  D^;        D^^  WJ' 
_         D-T     DT        D'T  DT  D-T     DT  D'T      DT 

■^'■^  ~  D^i^  ^.'^  ^  D^,      d^;d^.  Dç;      ^^'.D^2  D^',  ' 

_  D'T  DT  D-T     DT  D-T      DT  _    D'T      DT 

^''~~  :>q\'  iqi       :^q\iq,  :^q,        H^q'.dq^  ^q'^        î^î'.Dç,  Dç',  ' 

~~  dq\   D^2        Dç'j  D^, 
-_/'^V^_      ^'f    ^T      D^U  /^Y^ 

^~~v¥J  Ht     ^^q\  ^q\  '■'q^H^     vq\/  ^q'' 


Application  de  la  théorie  précédente  au  mouvement  elliptique 
des  corps  célestes. 


il.  Pour  éclaircîr  la  théorie  que  je  viens  de  présenter,  j'en  ferai 
l'application  au  cas  très-simple  du  mouvement  elliptique  des  pla- 
nètes, qui  a  été  déjà  l'objet  des  recherches  de  quelques  géomètres. 

Si  l'on  désigne  par  ç,  et  q^  deux  coordonnées  rectangulaires  d'une 
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planète,  situées  dans  le  plan  même  de  l'orbite,  on  pouira  poser 


(0 

2T  =  9-  +  ç;'; 

et  l'on  aura 

c^=°' 

puis 

A  =  i, 

et 

4=0,     J^,=o,     Jl,= 

0. 

La  formule  (i  i)  du  §  II  donne  en  conséquence  la  valeur  suivante 
du  coefficient  K  : 

Soient  r  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  e  l'excentricité  de  l'orbite 
elliptique,  a  le  demi-grand  axe,  et  nie  moyen  mouvement j  on  aura 

(3)  U=.^\ 
puis 

(4)  q^q,-q2q,=na's/i-e\     q\-\.q\= 

Au  moyen  de  ces  formules,  l'expression  (2)  de  K  se  réduit  à 

iK\  xr         7^^       1    ^a^{\  —  e-){a—  r) 

(5)  K  =  ;t' on- ~-^ — ; -• 

12.  L'objet  que  nous  avons  ici  en  vue  est  l'intégration  de  l'équa- 
tion (10)  du  §  II,  savoir  : 

mais,  pour  exécuter  cette  intégration,  il  est  nécessaire  de  transformer 
l'équation.  Soient  (^  Vanomalie  vraie  de  la  planète,  et  ^  Vanomalie 
vraie  du  point  de  l'ellipse  diamétralement  opposé  au  lieu  de  la  pla- 
nète; c'est  l'angle  t|;  qu'il  convient  de  choisir  pour  variable  indépen- 
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dante.  On  a,  par  la  théorie  du  mouvement  elliptique  ou  par  les  for- 
mules {4)f 

r-dv  a(\  —  e^) 

(6)  dt= , 7      /•  = 


na?sj\ 


I  4-  ecosf 


on  a  aussi 

(7) 
et 

(8) 

d'où  l'on  conclut 


2a  —  r- 


«(i— e'O 


I  -}-  e  ces  4» 


lang^dang  -  4* 


1  -4-  e 
I  —  e 


(9) 


dv  = d^,     dt  =  —   ^  «4^. 


na 


Vi  — e' 


Cela  posé,  je  ferai 
(lo) 
d'où  il  résulte 


d'Q  _  n'a'{\  —  ë 
^"^     dp   ~     lar—i' 


Q  =  \J2ar —  r-12, 


d'Q.  _^ v^2 


_s/2,ar —  r^  ^4* 
on  trouve  d'ailleurs,  par  les  formules  précédentes, 


=J=-1 


,     ,       , J^ar—r^        {■^.n—v]'        Za{a—r) 

(12)        J^ar—l" ry- =  — rr ;; I, 

et  en  portant  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  dans  l'équation 
en  0,  celle-ci  devient 

d'Q. 


(i3) 


d^' 


-4- 12  =  G. 


Soit  ^0  la  valeur  de  l'anomalie  ^  à  l'époque  t  =:  Z^,  limite  inférieure 
de  l'intégrale  que  nous  voulons  considérer^  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (i3)  sera 


('4 


û  =  -r^^  sin(  ij;  —  4^0  +  g), 


Oo  et  g  étant  les  deux  constantes  arbitraires  introduites  par  l'intégra- 
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tion^  la  première  de  ces  arbitraires  est  évidemment  la  valeur  de  a 
l'époque  ^o-  Comme  on  a 

(i5)  \=:  na{7.a—  r)Q., 

si  l'on  veut  revenir  au  déterminant  X,  et  que  l'on  désigne  par  X^, 
To  les  valeurs  de  X,  r  pour  t  =  Iqt  on  aura,  au  lieu  de  la  formule  (14), 

sm^aa—  Ta       ^        '        ° 

Il  est  évident  qu'on  peut  toujours  ramener  l'angle  arbitraire  g  entre 

les  limites et  H-  ->  tt  désiernant  la  demi-circonférence  dont  le 

22  ^ 

rayon  est  i.  D'après  cela,  si  g  est  négatif  et  égal  à  — 7,  le  temps 

croissant  à  partir  de  t(,^  le  déterminant  X  s'annulera  pour  tj;  =  ^J/q  +  y, 

y  étant  <  -•  Mais  si  l'on  donne  à  g  une  valeur  positive,  X  ne  s'éva- 
nouira qu'à  l'instant  où  l'on  aura 

Et,  puisque  g  est  arbitraire,  on  peut  lui  supposer  une  valeur  aussi 
petite  que  l'on  voudra,  pourvu  cependant  que  cette  valeur  ne  soit 
pas  zéro.  Si  donc  on  désigne  par  to-\-  t  la.  valeur  du  temps  t  lorsque 
l'anomalie  ^  devient  égale  à  '^0  -+-  tt,  on  pourra  assigner  aux  fonc- 
tions Xi,  X2  des  valeurs  finies  qui  n'annulent  le  déterminant  X  pour 
aucune  valeur  de  t  comprise  entre  to  et  fj,  pourvu  que  l'on  ait 
'i<C^o~'~''  ^^1  ^^  conséquence,  l'intégrale  V  sera  un  minimum. 
Cette  conclusion  s'accorde  avec  les  considérations  générales  que  j'ai 
présentées  à  la  fin  du  §  I. 

L'intervalle  de  temps  -,  pendant  lequel  le  principe  de  la  moindre 
action  subsiste  certainement  d'après  mon  analyse,  répond  à  un  arc 
d'ellipse  qui  peut  être  inférieur,  égal  ou  supérieur  à  la  moitié  de 
l'orbite.  L'origine  a  de  cet  arc  ayant  été  choisie  à  volonté,  pour  avoir 
son  extrémité  a  il  suffit  de  mener  la  corde  a<x  par  le  deuxième  foyer 
de  l'ellipse,  car  il  est  évident  que  relativement  à  ce  deuxième  foyer, 
pris  pour  origine,  les  coordonnées  de  la  planète  analogues  k  r  ci  v 
sont  2 a  —  r  et  t|/  —  t:. 

13.  Si  l'on  a 

/,  rr:/„+r,       OU       /,>/u+T, 
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le  minimum  n'a  plus  lieu.  En  toute  rigueur,  cette  proposition  ne  ré- 
sulte pas  de  l'impossibilité  de  déterminer  des  fonctions  Xj,  X3  répon- 
dant à  un  déterminant  X  qui  ne  s'annule  pas  quand  t  varie  de  Uktr-, 
mais  on  peut  l'établir  très-simplement  par  le  moyen  de  nos  formules. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  formule  (61)  du  §  I  donne 

(17)  oT— o^U  = ^^ (p,-f-pj, 

c?CT       r>       V  dis 


dt 

et  l'on  a 

a,  =X,ST,       a-:  =:X2GT,       (3|=X|-^î        [32=X5^ 

On  a  aussi 


et,  par  suite, 


2T       na  "' 


X.=:^'l2,     X,=  -^i2. 
na  na 


Si  donc  on  fait 

(18)  ilrj3=Q, 
il  viendra 

(19)  a,  =  ^^0,     a2=--^ 


(20) 


puis,  en  remplaçant  dt  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde  des  for- 
mules {9),  

et,  à  cause  de  la  seconde  des  formules  (4), 

On  conclut  de  là,  en  faisant  usage  des  mêmes  formules, 


^^      ^,  w JdB'-         .f/9^1ogO       -  /(/logl2\'V^ 


d^ 
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on  a  d'ailleurs,  par  la  formule  (i3), 

rfMogQ       /rflog<2y__ 
en  sorte  que  la  formule  (17),  multipliée  par  dt^  devient 


(21)   (ô¥  — ^'U)rf/  =  naV»  — e' 


[#-5,^.]* 


Cette  formule  ne  renferme  plus  la  fonction  û,  et  elle  coïncide  avec 
celle  qu'aurait  donnée  la  formule  générale  (33)  du  §  I. 
Comme  on  a 

(^'2  3c,  —  q\a2)dl  =  dq2èqi—  dq^dq^; 

les  formules  (19)  et  (6)  donnent 

fl  _  ^,  ,n ?  dq,Sq,-dq,  oq, . 

'  r'(2«  —  /■jav 

mais,  à  cause  de 

^ir=rcosc,     ^2=  r  sine, 
on  a 

dqjèqi —  dqt§q2=  r{àrdv  —  drov); 
donc 


^      '  r(2a—  /•)  \  dv       ' 


4 

ou,  a  cause  ae  -7-  =  -tt 
'  dv       rtip 


1     dt^        oO» 
de  -1-  =  -rr» 


,5,  fl        a\^\  —  e-   U         dr  ^   \ 

23  S  =-7 -xr^''— TT^^    • 

^      '  r  (  2  «  —  /■  )  \  «  4^      / 

La  quantité  0  s'annulant  aux  limites,  c'est-à-dire  pour  t|<  =  tj/g  et 
pour  (];  =  i|;i,  la  formiUe  (i  2)  du  §  I  et  notre  formule  (21)  donneront 

(24)  è-'N  z=  na>  sj  i  -  e'  \  ^      \d^^~^j^'^' 

Cette  expression  de  la  variation  (î^V  subsiste,  quelles  que  soient 
les  limites  '\q^  tj^j  5  elle  nous  permettra  de  justifier  l'assertion  que  nous 
avons  émise.  Si  l'on  a  tj/j  <^  ;|^q  -|-  tt,  on  pourra  poser  Q  =  O  cj,  Q.  ayant 
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la  valeur  donnée  par  la  formule  (14)7  et  l'on  ramènera  ainsi  la  for- 
mule (24)  à  la  forme  suivante  : 


que 


nous  avions  d'abord  obtenue. 


14.  Le  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir  peut  se  traduire 
en  un  théorème  d'analyse  qui  mérite  d'être  remarqué,  savoir  : 

Si  9  désigne  une  fonction  qui  reste  continue  quand  la  variable  ^  croît 
de  (po  à  !|/,,  et  qui  s'annule  pour  ^  =  ^0  ainsi  que  pour  ^  =  ^i^  Vinté- 
grale 

ne  peut  jamais  être  nulle  ni  négative  lorsqu'on  a 

^, <<]><,+  TT, 

à  moins  que  la  fonction  9  ne  se  réduise  identiquement  à  zéro. 
J'ajoute  que  : 
1°  Si  Von  a 

la  même  intégrale  peut  être  nulle,  mais  non  négative^ 
2°  Si  l'on  a 

/  'intégrale  peut  être  positive,  nulle  ou  négative. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  i|^i  =  tj/o  +  7t,  et  désignons  par  e  une 
quantité  infiniment  petite.  L'intégrale  (aS)  pourra  se  décomposer  en 
deux  parties,  savoir  : 

Comme  9  s'annule  pour  ^  —  'pi  et  qu'elle  est  fonction  continue  de 
^];,  elle  prendra  une  valeur  infiniment  petite  pour  ^  =  ^i  —  s  ;  je  re- 
présenterai celte  valeur  par  //(d'i  —  'r'o — ^)  "ur;^;:  —  s\  et  je  trans- 
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formerai  la  première  de  nos  deux  intégrales  en  posant 

A      -,  /  I         I   \       u    >       dd       dh 

0  =  X-f--/;(^-4/o),     dou     _  =  _+y,. 

Alors  l'intégrale  (ao)   ou  la  somme  (26)  se  trouvera  décomposée 
comme  il  suit  : 

(27)         I      +/  [r,'-i-nl{^-^,)+'n\'^-'i^,)']d^ 

La  variable  nouvelle  X  s'annule  pour  tp  =  tj/o  et  pour  '])=^^^  —  e -, 
d'ailleurs  '^x  —  z<C^(i-\-T^\  donc  la  première  partie  de  la  somme  (  ay  ) 
ne  peut  être  ni  nulle  ni  négative,  mais  elle  peut  être  infiniment  pe- 
tite. La  deuxième  partie  est  nulle,  puisque  X  s'évanouit  aux  limites, 
et  la  troisième  partie,  qui  peut  avoir  un  signe  quelconque,  est  infini- 
ment petite,  à  cause  du  facteur  n  qui  multiplie  tous  ses  termes.  Quant 
à  la  dernière  partie  de  la  somme  (27),  elle  ne  peut  être  négative  que 
si  elle  est  infiniment  petite,  puisque  0  est  infiniment  petit  entre  les 
limites  ^pi — -z  et  ^x.  Il  résulte  de  là  que  la  somme  (27)  ou  l'inté- 
grale (20)  peut  être  nulle,  mais  qu'elle  ne  saurait  être  négative. 

En  particulier  l'intégrale  (25)  sera  nulle  si  l'on  prend 

Q  =  csin(4'  —  4'»)' 
c  étant  une  constante  arbitraire. 

15.  Si  l'on  a  (|/i  ^  i|/o  H-  îT,  l'intégrale  (  25  )  peut  être  positive,  nulle 
ou  négative  j  c'est  ce  qu'il  est  facile  d'établir  par  un  exemple.  Soit 


c  étant  une  constante  5  l'intégrale  (25)  aura  pour  valeur 


'■X''^'""H 


t^y^- 


1  ' 
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Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

on  trouvera  aisément,  en  supposant  m  _>  -> 
'fi 

et  il  s'ensuit  que  l'on  a 

{^'8)  r^(^.-0']d^  =  7 ^ r^,H,„(m-m')(m-  m"), 

^       Je,    \d'^"         J  (2m-i)(^,-d;or 

en  posant 


A  \     4''— 4^0/  \    ^.—  4^0/  2m— I 


.-^(^'-^"V   ^'-^»« /(^■-'^'V 


il  est  facile  de  s'assurer  que  m'  est  >  -•  La  formule  (  28)  montre  que 
l'intégrale 

est  positive  si  l'on  prend  m  <^  m' ou  m  >  w"  ;  elle  est  nulle  si  l'on 
fait  wi  =  m'  ou  m  =  m"\  enfin  elle  est  négative  si  l'on  donne  à  m  une 
valeur  comprise  entre  m' et  m" . 

Si  l'on  suppose  ^j/j  =  «f/o  +  "^i  o"  a  m'=  m"  =■  1  ^  alors  l'intégrale 
s'annule  pour  m  =  1 ,  et  elle  est  positive  pour  toute  autre  valeur  de  m. 
Enfin,  lorsque  ^'i  <C  4'»  +  ^i  ^^^  quantités  m',  m"  sont  des  imaginaires 
conjuguées,  et  l'intégrale  est  constamment  positive,  ce  qui  s'accorde 
avec  la  proposition  du  n°  14. 

On  peut  conclure  de  ces  développements  que,  dans  le  cas  du  mou- 
vement elliptique  des  planètes,  le  principe  de  la  moindre  action  ne 
s'applique  pas  au  delà  de  la  limite  que  nous  avons  assignée. 
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DÉTERMINATION  SIMPLE  ET  RAPIDE  D'UNE  ÉQUATION  DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE 
CONTENANT  SIX  POINTS  DONNÉS; 

Par  Am.  MANNHEIM. 

Si  l'on  joint  deux  points  d'une  conique  à  quatre  points  quelcon- 
ques  de  cette  courbe,  on  obtient  toujours,  comme  on  sait,  deux  fais- 
ceaux ayant  mêmes  rapports  anliarmoniques. 

Cette  propriété,  que  l'on  peut  énoncer  de  plusieurs  manières,  est, 
avec  la  propriété  qui  lui  est  corrélative,  le  point  de  départ  fondamen- 
tal de  M.  Qiasles  dans  son  beau  traité  des  coniques. 

Je  me  suis  proposé  de  chercher  une  propriété  analogue  relative  aux 
surfaces  du  second  ordre. 

Pour  y  arriver,  j'établis  d'abord  une  démonstration  de  la  propriété 
des  coniques  citée  plus  haut,  démonstration  dans  laquelle  je  ne  fais 
intervenir  que  cette  seule  définition  des  courbes  du  second  ordre  ; 
elles  ne  renconlrent  une  droite  qu'en  deux  points. 

En  reproduisant,  pour  ainsi  dire,  cette  démonstration  dans  le  cas 
des  surfaces  du  second  ordre,  j'arrive  immédiatement  à  la  solution 
cherchée. 

Prenons  deux  points  o  et  o'  sur  une  ligne  du  second  ordre.  Joi- 
gnons le  point  0  à  quatre  points  a,  6,  c,  m.  Joignons  le  point  o'  aux 
mêmes  points.  Nous  allons  supposer  fixes  les  points  o,  6,  c  et  laisser 
mobile  le  point  m. 

Ce  point  décrira  la  courbe  et  peut  être  considéré,  à  chaque  instant, 
comme  déterminé  par  l'intersection  des  rayons  om^  o'm.  Sur  une 
droite  issue  du  point  o,  nous  ne  devrons  trouver  qu'un  seul  point  m, 
en  vertu  de  la  définition  des  lignes  du  second  ordre.  jNous  voyons 
ainsi  qu'à  la  droite  om  ne  correspond  que  la  droite  o'm.^  et  de  même 
à  la  droite  o'm  ne  correspond  que  la  droite  om. 

Pour  fixer  la  direction  de  ces  droites,  nous  les  considérerons  comme 
faisant  partie  des  faisceaux  ayant  pour  sommets  o  et  o' . 

Appelons  r  l'un  des  rapports  anliarmoniques  du  faisceau  oa.,  oh^ 
oc.)  om.  De  même,  appelons  r'  le  rapport  anharmonique  du  faisceau 
o'a^  o'h.,o'c.i  o'm.)  en  ayant  soin  d'établir  ce  rapport  anharmonique 
comme  dans  le  premier  faisceau. 

Prenons  r  et  r'  comme  variables  ^  il  résulte  d'une  remarque  précé- 
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(lente  qu'à  une  valeur  de  r  ne  correspond  qu'une  valeur  de  r'  et  réci- 
proquement. 

L'équation  d'une  ligne  de  second  ordre ,  en  employant  les  varia- 
bles r  et  r'.  est  donc  de  la  forme 

Arr'-hBr-hCr'  4-D  =  o. 

Nous  devons  exprimer  que  les  points  a,  6,  c  appartiennent  à  la 
(ourbe^  lorsque  \e  point  m  coïncide  successivement  avec  l'un  ou 
l'autre  de  ces  points,  r  et  r'  deviennent  successivement  nuls,  infinis 
ou  égaux  à  l'unité. 

Pour  que  l'équation  précédente  soit  vérifiée,  lorsque  r  et  r'  sont 
nuls,  elle  ne  doit  pas  renfermer  de  terme  indépendant  des  variables. 

Pour  être  vérifiée  parles  valeurs  infinies  de  r  et  r',  elle  ne  doit  pas 
non  plus  contenir  de  terme  en  rr'.  L'équation  est  donc  déjà  réduite  à 

Br  +  Cr'=o. 

Pour  que  r  et  r',  égaux  à  l'unité,  vérifient  cette  équation,  on  doit 

avoir 

B-f-C  =  o, 

d'où 

B=-C. 

L'équation  est,  par  suite,  réduite  à 

r=:r'. 

Cette  équation  exprime  la  propriété  qu'il  s'agissait  de  démontrer; 
elle  est  l'équation  la  plus  simple  des  lignes  du  second  ordre  détermi- 
nées par  cinq  points. 

Opérons  maintenant  de  même  pour  arriver  à  une  équation  des  sur- 
faces du  second  ordre,  en  adoptant  cette  définition  de  ces  surfaces  : 
elles  ne  rencontrent  une  droite  qu'en  deux  points. 

Prenons  trois  points  t>,  o',  o"  sur  cette  surface  et  quatre  points  a,  6, 
c,  m.  Par  la  droite  oo'  et  chacun  de  ces  derniers  points  faisons  passer 
des  plans  ;  de  même  pour  la  droite  o' o"  et  la  droite  oo^'. 

Nous  aurons  ainsi  trois  faisceaux  de  plans.  Si  nous  imaginons  que 
les  trois  plans  qui  contiennent  un  point  mobile  m  de  la  surface  soient 
seuls  variables,  nous  pourrons  fixer  la  position  de  ces  plans  au  moyen 
de  rapports  anharmoniques  r,  r',  r"  comptés  de  la  même  manière. 
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Si  l'on  donne  deux  de  ces  rapports,  on  aura,  par  suite,  la  droite 
d'intersection  de  deux  plans,  droite  passant  par  l'un  des  points  0,  0' 
ou  o" . 

Et,  comme  sur  cette  droite  on  ne  doit  plus  trouver  qu'un  point  de 
la  surface,  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  rapports  ne  doit  donner 
alors  qu'une  seule  valeur  pour  le  dernier.  Cette  relation  est  donc  de 
la  forme 

krv'r"  +  Br/'  +  Crr"-\-J)r'  r"  -4-  Er-t-  Fr'n-  Gr"  +  H  =  o. 

Comme  précédemment,  on  voit  immédiatement  qu'elle  ne  doit  con- 
tenir ni  le  terme  indépendant  ni  le  terme  en  rr'r" .  Elle  est  donc  de 
la  forme 

B  rr'  +  C  rr"  H-  D  r'  r"  +  E  /■  +  F  r'  +  G  /"  =  o. 

En  outre,  dans  cette  relation,  et  pour  qu'elle  soit  vérifiée  lorsque 
r^r\  r"  sont  égaux  à  l'unité,  la  somme  des  coefficients  doit  être  nulle. 

De  plus,  puisque  dans  le  plan  oo'o"  il  y  a  des  points  de  la  sur- 
face, cette  équation  doit  être  vérifi,ée  pour  les  valeurs  de  r,  r',  r"  corres- 
pondant à  Vun  de  ces  points.  Ces  valeurs  sont  les  rapports  anliarmo- 
niques  des  trois  taisceaux  qu'on  obtient  en  supposant  le  point  m  dans 
le  plan  00' 0" . 

L'équation  que  nous  trouvons  ainsi  est  alors  l'équation  des  sur- 
faces du  second  ordre,  qui  contiennent  les  six  points  donnés  o.,o' ., 
0",  a,  6,  c.  Elle  renferme  cinq  coefficients  liés  entre  eux  par  deux 
relations  5  trois  seulement  sont  donc  arbitraires.  Ces  surfaces  du  se- 
cond ordre  peuvent  donc  encore  être  assujetties  à  passer  par  trois 
nouveaux  points. 

En  terminant,  je  ferai  remarquer  que,  pour  l'étude  de  certaines 
courbes  ou  surfaces  de  degré  supérieur,  il  peut  être  utile  de  considérer 
les  systèmes  de  coordonnées  dans  lesquels  les  variables  sont  des  rap- 
ports anliarmoniques.  Ces  systèmes  de  coordonnées,  signalés  depuis 
longtemps  par  M.  Cliasles,  ne  nous  paraissent  pas  avoir  assez  fixé 
l'attention  des  géomètres. 
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RICHELOT  (F.-J.).  —  Die  Landensche  Tr.4nsformation  in  ihrer 
Anwendung  auf  die  E^twickelung  der  elliptischen  Fmc- 
TiONEN.  —  Konigsbcrg,  Verlag  von  Hubner  und  INIatz,  1868  (*}. 

Depuis  Jacobi,  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  a  toujours  occupé 
une  large  place  dans  renseignement  des  IVIatliématiques  à  l'Univer- 
sité de  Kœnigsberg.  Le  cours  de  M.  Riclielot,  le  successeur  de  Ja- 
cobi, a  exercé  une  influence  considérable  sur  le  développement 
de  cette  branche  de  l'analyse,  qui  a  fourni  des  thèses  à  la  plupart 
de  ses  élèves.  M.  Richelot  a  pour  habitude  de  varier  sans  cesse  le 
point  de  départ  de  son  cours,  et  d'aborder  sa  théorie  favorite  par 
les  chemins  les  plus  divers.  Tantôt  il  s'appuie  sur  les  propriétés  des 
fonctions  doublement  périodiques  (exposées  par  Jacobi,  dès  i82(), 
.dans  ses  premières  leçons),  tantôt  sur  la  transformation,  sur  la  multi- 
plication, sur  les  produits  infinis,  sur  les  fonctions  0  ^  que  Jacoi)i  pre- 
nait pour  point  de  départ  dans  son  cours  de  1 836),  ou  sur  tel  autre  prin- 
cipe d'où  il  est  possible  de  pénétrer  au  cœur  de  la  théorie.  Par  malheur, 
M.  Richelot, n'a  pu  se  décider  à  publier  cet  enseignement  si  fécond; 
il  a  été  retenu  surtout  par  le  désir  d'attendre  d'abord  l'impression 
des  leçons  de  Jacobi,  laquelle,  quoique  préparée  depuis  longtemps 
par  M.  Rosenhain,  paraît  avoir  rencontré  des  obstacles  imprévus. 
En  attendant,  quelques-unes  des  méthodes  de  M.  Richelot  ont  passé 
dans  les  travaux  publiés  par  ses  anciens  auditeurs;  c'est  ainsi  que 
l'on  retrouve  dans  l'ouvrage  de  M.  Durège  un  procédé  exposé  par 
M.  Richelot,  vers  1842,  pour  déduire  de  la  transformation  indiquée 
par  Landen  le  développement  des  fonctions  elliptiques  en  produits 
infinis,  La  même  transformation  peut  conduire  au  développement 
de  ces  fonctions  en  séries,  et  cette  marche  est  d'autant  plus  intéres- 
sante qu'elle  jette,  pour  ainsi  dire,  un  pont  des  travaux  de  Legendre 
aux  idées  de  Jacobi.  Une  lettre  de  M.  Schrôter,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Rreslau,  a  déterminé  ^L  Richelot  à  livi^er  à  la  publicité  ce 


(')  Richelot,  La  transformation  de  Landen  appliquée  au  développement  des  fonctions 
elliptiques.  Kœnigsberg,  Hubner  et  Matz.  Brochure  in-4°  de  60  pages. 

Bull,  des  Sciences  rnathém.  et  astron.,  t.  H.  (Mai  1871.)  9 
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qu'il  avait  rédigé  sur  cette  matière.  C'est  l'objet  de  la  brochure  que 
nous  avons  sous  les  yeux. 

La  transformation  de  Landen  fournit  l'équation  suivante 

(i  ■+-  ^)siname^  =  2sinama'sinam(î/'-4-  K')    (mod.  k'  ), 

laquelle,  en  trigonométrie,  devient 

sincp  =  2sin-j©  sin-j(  tp  -+-«). 

En  même  temps,  nous  avons 

^       i^k                   i-hk       K'        K', 
u  — M ,      et =  — î7  =  Tr-  ; 

la  même  transformation,  répétée  n  fois,  conduit  à  l'argument 

et  l'expression  de  sinamM  devient 
sinamu 

A=o 

Pour  n  =  00  ,  on  a 

'  2  2"-'  K, 

et  le  sinam(mod.  i)  devient  la  tangente  hyperbolique.  On  arrive 
ainsi  à  l'un  des  produits  infinis  qui  représentent  sinamw.  Les  pro- 
duits infinis  pour  cosamw  et  Aamw  s'en  déduisent  par  des  transfor- 
mations faciles,  ou  bien  on  les  forme  directement,  à  l'aide  de  la 
relation  suivante 

I  —  Ar'  sin'  am  a  sin*  am  u 

(i—  /r"sin'ama'sin-amM')[i—  /i-''sin'am(rt'-f-  K')sin'amw'] 

I  —  k'^sin^amu' 

où  l'argument  a'  se  déduit  de  a  comme  u'  de  u.  On  aurait  dans  le 
premier  membre  û'araw,  en  faisant 

a  =  K,     d'où     a' =z  jK' ; 
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ou  bien  cos'amu,  en  faisant 

rt  =  K  -f-  / K,,     d'où     a'  =  |K'  -\-  iK',  ; 

dans  les   deux    cas,   sin' ama' =  sin*  am(a' -j- K'),  et  l'expression 
commune  de  Aamu  et  de  cosàmu  devient 

I  — /)''sin'ama'sin'ama' 
A  am  u' 

La  dérivée  logarithmique  de  Aamtt'  donne  ensuite  le  développe- 
ment de  sinaniM  en  série  infinie,  puisque 

,    .  rfloffAama' 

k  sin  am  a  = 7 

du 

Les  séries  infinies  pour  cosamti  et  pour  Aamu  se  déduisent  faci- 
lement des  deux  relations 


2 
-j  AamM  =  Aama'  -f-  Aam(M'  -»-  K'}, 

\  (mod.A-'). 

cosamw  =  Aam?^' — Aam(a' -+- K'),  \ 


On  a  d'ailleurs  aussi 
f/sinamM 


—  sin'amM'  -\-  sin'am(a'-f-  K'), 


du 
et 

I  -f-  /rsin'amM  =  sin'amM'  +  sin'am(a'-f-  K'); 


les  formules 

2 


I  -+-  k 
2/r 


-Z{M)  =  Z(w')-f-Z(a'4-K'), 


imod.A-'), 


i-f-A- 


sinamM  =  Z(M')— Z(u'-f-K'), 


qui  se  déduisent  des  deux  précédentes  par  une  intégration  facile, 
fournissent  également  le  développement  de  sinamM,  ainsi  que  celui 
des  intégrales  de  deuxième  espèce.  Pour  les  intégrales  de  la  troisième 
espèce  on  aurait  la  relation 

n(«,  «)  =  n{a',  û'j  +  n(«'4-K',  «'+K')     (mod./f'). 

9- 
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M.  Richelot  montre  encore  que  le  même  procédé  peut  fournir  le 
développement  de  la  fonction  0,  de  sorte  que  toute  la  théorie  pour- 
rait être  fondée  sur  la  transformation  de  Landen.  Legendre  en  a  tiré 
un  très-bon  parti,  notamment  pour  ses  méthodes  d'approximation-, 
mais  il  n'a  jamais  soupçonné  toute  la  portée  de  la  formule  du  géo- 
mètre anglais.  S'il  avait  eu  seulement  l'idée  d'introduire  la  fonction 
Z  à  la  place  de  l'intégrale  de  deuxième  espèce  E,  il  est  probable 
qu'il  n'aurait  pas  laissé  tant  à  faire  à  Jacobi. 

Dans  une  lettre  de  M.  Schrôter,  que  M.  Richelot  reproduit,  on 
trouve  la  remarque  que  la  transformation  de  Gauss  est  susceptible 
d'une  application  analogue.  Elle  fournit,  en  effet,  la  relation 


sinamw       sinama*       sinam(M»-+- i'KJ) 


qu'on  pourrait  écrire 


K»^' 


sinama  =  sinam(tt»-4-  ^iK*)-+-  sinam(M'  — yiKt), 


et  ainsi  de  suite.  Ici  les  modules  convergent  vers  la  limite  zéro,  tandis 
que  la  limite  des  modules  ascendants  de  Landen  est  l'unité.  M.  Ri- 
chelot fait  observer,  à  ce  propos,  c]ue  la  transformation  de  Gauss 
peut  se  déduire  de  celle  de  Landen  à  l'aide  de  la  substitution 

lang9=  ïsini];,     lang(p'= /sinJ'', 

et  que  d'autres  substitutions  fournissent  encore  quatre  transforma- 
tions du  second  ordre  qui  pourraient  au  même  titre  remplacer  la 
transformation  de  Landen.  M.  Richelot  donne  des  tableaux  très- 
commodes  pour  ces  substitutions,  qui  le  conduisent  à  parler  des 
six  classes  de  Jacobi,  et  d'un  algorithme  de  substitution  c|ue  l'on 
appelle  quelcj;uefois  la  clef.  Il  termine  par  des  considérations  inté- 
ressantes sur  le  théorème  de  Landen  et  sur  la  construction  géomé- 
trique de  la  transformation  qui  en  dérive. 

Nous  croyons  être  utile  à  nos  lecteurs  en  reproduisant  ici  les  ta- 
bleaux I  et  II  de  M.  Richelot  réunis  en  un  seul.  Chacune  des  six 
lignes  horizontales  peut  en  remplacer  une  autre.  Pour  abréger,  nous 

écrivons 

sn?/,  CDU,  an  H, 
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à  la  place  de 

sinam(M,  A"),     cosam(w,  A-),     Aam(M, /»). 

La  comparaison  des  deux  premières  lignes  donne,  par  exemple, 

sn( iu,h\)  =  i »     cniiu,  h\)=: ?     an{ ni,  h\)= 

en  M  en  M  en  M 

En  même  temps,  on  voit  que  le  quart  de  période  K  de  l'argument 

est  remplacé  par  K,,  la  demi-période  iK,  par  iK,  et  q  par  ^j.  La 

formule 

cnu 


sn{u-hK)  = 
devient,  par  conséquent, 

sn{iu  H-  K,,  A-,) 


dnu 

en  (m,  /r,) 


dn  (  iu,  Ifi  )       dn  u 


ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 

sn[z  (m  —  iK,),  ki]  =  i 


sn(a  —  îK,  ) I 

en  (a  —  /K,)       dnM 


On  peut  donc  employer  pour  ces  transformations,  à  volonté,   les 
«  périodes  de  l'argument  »  ou  les  «  périodes  de  m  ». 


> 

MODULES 

PÉRIODES 

FONCTIONS 

PERIODES 

s 

pi 

complé- 
meataires. 

de 
l'argnment. 

elliptiques. 

de 
u. 

I. 

K 

k 

^i 

K 

^K. 

1 

sn« 

cn« 

dnw 

K 

'K. 

H. 

IU 

k. 

k 

K, 

jK 

7. 

.  SDH 

l 

cnu 

I 
cn« 

dnM 

—  îK, 

K 

cn« 

III, 

ku 

I 

k 

AK— «AK, 

ikK, 

l' 

ksnu 

dn« 

cnu 

K-/K, 

«K. 

IV. 

—  h^U 

ik 

I 

A.K 

—  A-,K-+-îA,K, 

-1 

sn« 
'  dn  u 

cn« 

I 

— K 

K-iK. 

dn« 

dn« 

V. 

■ —  ifi^  u. 

I 

ik 
k. 

?A,Kh-A,K, 

ik,\L 

—  1' 

.,  snw 

— ik, 

en  M 

Anu 
cnu 

I 
cn« 

-K+^•K, 

— K 

VI. 

iku 

ik, 
k 

I 

AK, 

ikK-\-kK, 

-y. 

.,  snw 

'^1 

dna 

I 
dntt 

cnu 
dnw 

.    — 'K, 

K-tK, 

R.  R. 
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PUBLICATIONS    FINLANDAISES. 
I. 

NEOVIUS   (V.).  LaROBOK   I   MIKSTA  QVDRAT-METODEN.  ALo,     187O. 

In-8°,  109  p. 

Tel  est  le  titre' d'un  petit  Traité  en  suédois  sur  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Il  est  divisé  en  quatre  chapitres  :  le  premier  est  con- 
sacré à  des  recherches  théoriques  sur  la  probabilité  des  erreurs  d'ob- 
servation ;  le  second  enseigne  à  trouver  les  valeurs  les  plus  probables 
des  inconnues  qui  entrent  dans  un  système  d'équations  linéaires, 
dont  le  nombre  est  plus  grand  que  celui  des  inconnues-,  le  troisième 
chapitre  traite  de  la  précision  des  observations  et  des  erreurs  pro- 
bables des  valeurs  que  l'on  en  déduit  5  dans  le  quatrième,  enfin,  l'au- 
teur donne  des  règles  pratiques,  des  exemples  et  des  modèles  de 
calcul  qui  servent  à  mieux  éclairer  les  applications  de  la  méthode. 

Le  travail  est  fait  avec  soin,  et  peut  servir  de  guide  pratique  pour 
les  amateurs  des  sciences  d'observations.  Mais  il  semble  que  l'auteur 
n'ait  pas  eu  occasion  de  consulter  les  Mémoires  originaux  et  clas- 
siques de  Gauss  5  autrement,  il  aurait  mis  plus  de  rigueur  dans  les 
considérations  théoriques.  Par  exemple,  il  n'aurait  pas  confondu, 
comme  il  le  fait,  la  probabilité  d'une  erreur  ç  avec  la  probabilité  que 
l'erreur  est  comprise  entre  deux  limites  infiniment  voisines  v  et 
V  -f-  di>.  Mais,  sans  entrer  dans  les  détails  de  l'exposition,  nous  dirons 
seulement  un  mot  sur  l'iiypothèse  qui  lui  a  servi  de  point  de  départ. 

Suivant  l'exemple  de  M.  Hagen,  l'auteur  admet  que  l'erreur  qui 
afiecte  une  observation  quelconque  est  composée  d'un  nombre  infini 
d'erreurs  élémentaires  infiniment  petites,  égales  entre  elles,  mais 
pouvant  être  indistinctement  positives  ou  négatives.  C'est  là  une 
hypothèse  que  nous  ne  saurions  approuver,  d'abord  parce  qu'elle  n'est 
justiliée  par  aucun  raisonnement  taut  soit  pou  plausible,  et  ensuite 
parce  qu'elle  n'a  pas  même  l'avantage  formel  de  suflire  à  elle  seule 
pour  en  déduire  la  loi  de  la  probabilité  des  erreurs.  C'est  ce  que 
nous  allons  montrer  par  l'analyse  suivante  : 

Soit  a.  la  grandeur  absolue  de  chacune  des  erreurs  élémentaires, 
2  m  leur  nombre  total,  et  considérons  une  erreur  positive  ç»,  composée 
de  m  -f-  n  éléments  positifs,  et  de  m —  n  éléments  négatifs  (n  <^  m). 
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en  sorte  que  v  =  2na.  Le  nombre  des  combinaisons  qui  produisent 
l'erreur  totale  v  sera 

(2m)l 
(m  —  /i)  l(m  +  n)! 

et  le  nombre  de  celles  qui  donnent  l'erreur  zéro, 

(  2  m  )  1 
ml  m\ 

En  désignant  par  (f[v)  la  probabilité  de  l'erreur  c,  on  aurait,  par 
conséquent, 

<f{v)  mlml  [m  —  n){m  —  n-\-2)...ni 

9(0)  ~  (m  —  n)l(m  ■+■  n)\  ~~  (m  -h  i)(m  -l-  2). .  .(m  H-  w) 

ou  bien 

(p(f)        /  n 


— V 

-\-n) 


9(0)        \         wi  -{- 1  /   \         m  ->r  1)       \        m 

11  s'agit  d'examiner  ce  que  devient  cette  expression  pour  une  valeur 

déterminée  de  v^  lorsque  a  diminue,  et  qu'en  même  temps  m  et  n 

augmentent, indéfiniment.  Observons  d'abord  que,  chacun  des  fac- 

^  n       ^  n        -.  ,   . 

leurs  étant  ">  i et  S  i »  le  produit  sera  compris  entre 

m      ~         m-hn        '^  '^ 


(-£) 


I 1      et 


n 

I  H 

m 


Si  le  rapport  —  tendait  vers  une  limite  finie  ^  o,  ces  deux  expres- 
sions auraient  pour  limite  zéro,  et  l'on  aurait  constamment  'S([v)  =0, 

résultat  inadmissible.  Il  faut  donc  admettre  que  —  tend  vers  zéro. 

^      m 

Désignons  par  V  la  plus  grande  erreur  possible,  c'est-à-dire  V=  2Wa  ; 
on  aur 


m        V 


et  puisque  v  est  constant,  il  faudra  que  V  tende  vers  l'infini  à  mesure 
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iz 
que  a  diminue.  Posons  —  =  (3,  de  sorte  que 


2Va(3' 


et  soit  k  la  limite  du  produit  \  a,  qui  est  indépendant  de  c;  il  est 
facile  de  voir  que  les  expressions  précédentes  auront,  l'une  comme 

l'autre,  pour  limite  e  "*,  et  que  l'on  aura,  par  suite,  en  désignant 
par  h-  l'inverse  de  2 A", 

9(0)- 

ce  qui  est  bien  la  formule  fondamentale  de  la  méthode  des  moindres 
carrés.  Mais  pour  y  arriver,  en  partant  de  l'hypothèse  de  Hagen,  on 
a  été  obligé  d'admettre,  comme  nous  l'avons  vu,  qu'il  existe,  entre 
l'erreur  maximum  V  et  l'erreur  élémentaire  a,  une  connexion  telle 
que  leur  produit  Va  tende  vers  une  limite  finie  dilîerente  de  zéro. 
C'est  là  une  supposition  purement  arbitraire,  sans  laquelle  la  voie 
suivie  par  l'auteur  ne  conduirait  à  rien. 


II. 


BOiSSDORFF  (E.-V.).  —  Den  geometriska  théorie  for  complexa 

FuivKTroivER Tliéoric   géométrique   des   fonctions    complexes, 

appliquée  à  l'intégrale  elliptique  du  premier  ordre.  Thèse  de  doc- 
torat. Helsingfors,  1870.  In-4'',  65  p.,  i  planche. 

C'est  un  essai  pour  appliquer  spécialement  aux  fonctions  ellip- 
tiques la  méthode  suivie  par  Riemann  dans  son  Mémoire  sur  la  théo- 
rie des  fonctions  abéliennes  [Journal  de  Crelle,  t.  54),  ainsi  que  par 
Prym  dans  ses  recherches  sur  les  fonctions  ultra-elliptiques.  Après 
avoir  donné  un  aperçu,  trop  rapide  pour  être  suffisamment  clair,  des 
artifices  ingénieux  par  lesquels  Riemann  est  parvenu  à  représenter 
distinctement  les  valeurs  multiples  d'une  fonction  algébrique  quel- 
conque ou  de  son  intégrale,  et  les  transformations  que  l'on  peut  faire 
subir  à  une  telle  surface  pour  la  rendre  simplement  connexe  [einfack 
zusammenhdngend) ,  l'auteur  s'occupe  particulièrement  des  séries 
exponentielles  que  Riemann  a  désignées  par  le  symbole  5,  et  il 
cherche  les  relations  qui  existent  entre  celles-ci  et  les  fonctions  ana- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  iZy 

logues  0  de  Jacobi.  Les  unes  comme  les  autres  peuvent  servir  à  cal- 
culer les  fonctions  elliptiques,  dont  les  propriétés  fondamentales  et 
les  développements  en  produits  infinis  sont  exposés  dans  la  dernière 
partie  de  l'ouvrage. 

III. 

MELLBERG  (E.-J.).  —  Om  ytspànningen  hos  vatskor —  Sur  la 
tension  superficielle  des  liquides.  Thèse  de  doctorat,  187 1.  In-8", 
5o  p. 

Suivant  les  idées  de  l'auteur,  qui  s'accordent  de  très-près  avec 
celles  de  M.  Dupré,  la  tension  superficielle  est  due  à  l'effet  combiné 
de  deux  forces  opposées,  l'attraction  et  la  répulsion,  qui  agissent 
entre  les  molécules,  et  dont  les  sphères  d'activité  sont  différentes. 
Cette  tension  est  la  même  en  chaque  point  d'une  surface,  quelle  que 
soit  la  courbure  ;  mais  elle  varie  avec  la  température  et  la  nature  du 
fluide.  L'auteur  rend  compte  d'une  série  d'expériences  qu'il  a  faites, 
en  se  servant  d'une  balance  hydrostatique  pour  déterminer  la  tension 
superficielle  d'une  vingtaine  de  fluides  diflérentes.  Ensuite,  il  exa- 
mine quelques  phénomènes  rapportés  par  ]M.\ander  Mensbrugghe, 
et  qui  s'expliquent  par  un  changement  partiel  de  la  tension. 

L.    LiNDELÔF. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ZEITSCHRIFT  riiR  Mathematik  und  Physik  {'). 

T.  XV,  cahier  3-6,  1870. 

LoMMEL  (E.).  —  Sur  l'application  des  fonctions  de  liessel  à  la 
théorie  de  la  diffraction.  (29  p.) 

On  sait  qu'il  existe  deux  classes  de  phénomènes  de  diffraction,  que 
l'auteur  distingue  par  les  noms  de  phénomènes  de  Fresnel  et  de  phé- 
nomènes de  Fraunhofer.  Les  premiers  sont  produits  par  des  ondes 
lumineuses  généralement  sphériques,  qui,  par  leurs  interférences, 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  69  et  2-}ô. 
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produisent  un  effet  de  diffraction  réel  ou  objectif.  Le  calcul  de  ces 
phénomènes,  dont  Fresnel  a  donné  les  lois,  dépasse  les  forces  ac- 
tuelles de  l'analyse.  Les  phénomènes  de  la  seconde  classe,  observés 
par  Fraunhofer,  et  produits  par  un  système  p/an  d'ondes  lumineuses, 
donnent  lieu  à  des  apparences  virtuelles  ou  subjectives.  Leur  théorie 
analytique  est  beaucoup  plus  simple,  et  M.  Lommel  a  montré  que, 
dans  les  cas  les  plus  importants,  les  expressions  de  l'intensité  peuvent 
être  représentées  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel.  Le  Mémoire  est 
terminé  par  des  Tables  donnant  les  valeurs  numériques  de  plu- 
sieurs formules  dépendant  de  ces  fonctions. 

BôssER  (F-)- —  Théorie  des  lignes  et  des  surfaces  caustiques  dans 
son  développement  historique.  (87  p.) 

L'auteur  passe  en  revue  les  travaux  des  divers  géomètres  qui, 
depuis  Descartes,  ont  contribué  à  la  longue  élaboration  de  cette 
théorie,  à  laquelle  les  travaux  des  Gergonne,  des  Malus,  des  Quetelet 
ont  fini  par  donner  toute  la  généralité  et  la  clarté  dont  elle  était 
susceptible. 

ScHLOMiLCH  (O.).  —  De  la  différentiation  multiple  sous  le  signe  d'in- 
tégration. (2  p.) 

L'auteur  signale  l'inexactitude  d'une  formule  donnée  par  O.  Wer- 
ner  dans  le  tome  XVIII  des  A7^chives  de  Grunert,  et  admise  depuis  dans 
plusieurs  traités.  L'erreur  provient  d'une  confusion  entre  les  déri- 
vées partielles  et  les  dérivées  totales ,  confusion  qui  eût  été  moins 
facile  si  l'on  eût  distingué  dès  l'origine  les  deux  espèces  de  différen- 
tiation par  les  caractéristiques  différentes  à  et  d. 

KuRz  (A.).  —  Calcul  des  faisceaux  hyperboliques  obscurs  dans  les 
cristaux  à  deux  axes.  (7p.) 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Note  sur  la  rectification  des  cowbes.  (i  p.) 

ScHLOMiLCH  (O.).  —  Attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  exté- 
rieur, [i  p.) 

K^KKELIN  (H.).  —  Calcul  de  la  Pâque  chrétienne.  (12  p.) 
Démonstration  des  célèbres  formules  pascales  de  Gauss. 

KiJTTERiTzscH  (Th.).  —  Sur  larésolution  d'un  système  d'un  nombre 
infini  d'équations  linéaires  (2^  article).  (49p-) 
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Dans  un  précédent  article  (*),  l'auteur  a  indiqué  les  principes  gé- 
néraux qui  conduisent  à  la  solution  du  problème.  Actuellement,  il 
s'occupe  d'en  établir  les  conditions  de  possibilité;  il  indique  des 
transformations  propres  à  simplifier  la  question,  et  donne  les  moyens 
d'exprimer  la  valeur  de  chaque  inconnue  par  une  fraction  continue. 
Par  l'introduction  de  la  fonction  inverse  des  coefficients,  il  ramène 
les  systèmes  d'équations  à  d'autres  où  la  fonction  des  coefficients  est 
plus  simple.  .11  termine  par  des  applications  à  la  résolution  de 
systèmes  particuliers  d'équations,  au  développement  et  à  la  somma- 
tion des  séries  et  des  fractions  continues,  et  indique  l'importance  de 
cette  théorie  dans  certains  problèmes  de  physique. 

MoHR  (D'".).  —  Sur  la  cause  de  V inégale  conductibilité  des  gaz  pour 
la  chaleur.  (8p.) 

MoHR  (D^).  —  Calcul  de  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
échauffer  et  pour  dilater  Veau,  ou  de  la  quantité  de  chaleur  sous  pres- 
sion constante  et  sous  volume  constant.  (6  p.) 

Ekkeper  (A.).  —  Sur  la  surface  développable  circonscrite  à  une 
surface  donnée .  (  y  p .  ) 

L'auteur  a  établi  (t.  XIII  de  ce  Journal,  p.  328)  une  relation 
simple  entre  les  distances  des  points  de  contact  P,  Pj  de  deux  sur- 
faces avec  la  surface  développable  circonscrite,  au  point  correspon- 
dant de  l'arête  de  rebroussement,  les  mesures  de  la  courbure  aux 
points  P,  Pj,  et  les  rayons  de  courbures  des  sections  normales  des 
deux  surfaces  menées  par  la  ligne  PPj .  Cette  relation  peut  se  dé- 
duire d'une  autre  équation  fondée  sur  la  considération  d'une  seule 
surface  et  de  la  développable  circonscrite. 

Krumme.  —  Le  parallélogramme  des  mouvements  dans  la  théorie  des 
ondes.  (4  p) 

Heger  (K.).  —  Remarque  sur  la  détermination  des  limites  de  l' apla- 
tissement du   sphéroïde   terrestre  (^-7  ^^^-0)5  d'après  la  nutation. 

(3  p.) 

Le  calcul  par  lequel  Laplace  a  obtenu  ces  limites  [Mécanique  cé- 
leste, livre  V)  ne  peut  être  exact;  car  on  peut  établir  très-simplement 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  37.5. 
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que,  dans  deux  sphéroïdes  égaux,  composés  chacun  de  couches  ho- 
mogènes semblables,  les  rapports  des  trois  moments  d'inertie  princi- 
paux sont  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  variation  de  la  den- 
sité pour  chacun  des  sphéroïdes. 

Grelle  (Fr.).  —  Intégration  des  équations  différentielles  ordinaires 
et  partielles  par  la  méthode  de  la  séparation  des  symboles  d'opération. 

(ï4p.) 

Le  calcul  des  opérations,  dont  Carmichael  a  donné  une  exposition 
complète  dans  son  ouvrage  intitulé  :  A  Treatise  on  the  Calculus  of 
Opérations  (*),  ne  peut  être  employé  avec  sûreté  qu'autant  que  l'on  a 
vérifié  l'exactitude  des  résultats  auxquels  il  conduit.  C'est  cette  véri- 
fication que  l'auteur  a  eu  pour  objet  d'exécuter  relativement  aux  équa- 
tions dillerentielles  ordinaires  et  partielles  à  coefficients  constants. 

Graffweg  (  W.).  —  Sur  les  lentilles  qui  donnent  une  image  mathéma- 
tiquement exacte  d'un  point  rayonnant  de  la  lumière  homogène.  (i4  p-) 

Hess  (Em.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  uniformes  et  symé- 
triques des  racines  simultanées  de  deux  équations  algébriques.  (lo  p.) 
Etant  données  deux  équations  algébriques 

cp(^,j)=o,  ^{x,y)  =  o, 
admettant  w  systèmes  de  racines  communes  (a?,,  y,),  les  fonctions 
de  la  forme  ^x^yf  s'expriment  simplement  par  des  sommes  de  pro- 
duits de  certains  déterminants,  dont  les  éléments  sont  formés  au 
moyen  des  coefficients  des  équations  proposées^  ou  bien  encore,  on 
peut  les  exprimer  par  voie  récurrente,  sous  forme  de  sommes  de 
produits  de  déterminants  de  même  nature,  multipliés  par  des  fonc- 
tions analogues  d'ordres  inférieurs. 

Weyr  (Em.).  —  Des  systèmes  de  points  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre,  [ly  p.) 

ScHRÔDER  (E.).  —  Quatre  problèmes  combinatoires .  (i6  p.) 

HocHHEiin.  —  Courbes  tangentielles  des  sections  coniques.  (4  p-) 
Sur  chaque  tangente  d'une  conique,  on  prend  un  point  situé  à  une 

distance  t  de  l'ordonnée  correspondante  à  la  tangente.  Trouver  le 

lieu  de  ces  points. 

(')  London,  i855;  in-S». 
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Krey  (H.).  —  Remarque  sur  la  résolubilité  algébrique  des  équations. 

(3  p.) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  la  géométrie  des  courbes  du  troisième  ordre. 

(5  p.) 

Heger  (R.)-  —  Formules  fondamentales  de  la  géométrie  analytique 
du  plan  en  coordonnées  homogènes.  (38  p.) 

§  I.  Coordonnées  homogènes  du  point  et  de  la  droite  dans  le  plan. 
§  II.  Équation  de  la  droite  et  du  point  en  coordonnées  homogènes 
du  point  et  de  la  droite.  §  III.  Problèmes  divers  sur  le  point  et  la 
droite.  §  IV.  Théorèmes  sur  les  courbes  du  second  ordre. 

MosT  (R.)  —  Sur  V équation  linéaire  du  m"'"'  ordre 

r  =  o  r  =zo 

(24  p.) 

Veltmann  (W.).  —  La  théorie  des  tourbillons  fluides  de  Helmholtz. 

(24  p.) 

L'auteur  reprend  et  complète  les  critiques  adressées  à  ce  système 
par  M.  Bertrand,  en  i868. 

Grube  (F.).  —  Sur  deux  intégrales  définies.  (3  p.) 

Il  s'agit  de  réduire  aux  intégrales  elliptiques  les  intégrales 


£ 


et 


log(  I —  nx^)ax 


X 


'  Iog(i  —  nx^)dx 


y/i  —  x^  ^i  —  nx^ 

déjà  traitées  par  d'Aîembert. 

Enneper  (A.).  —  Sur  les  loxodromies  des  surfaces  coniques.  (8  p.) 

Stahlberger  (E.)*  —  Sur  le  calcul  de  la  température  moyenne  à 
l'aide  des  températures  maximum  et  minimum.  (4  p) 

Reitlinger  (E.)  et  Klhn  (M.). —  Sur  les  spectres  des  électrodes 
négatives  et  des  tubes  de  Geissler  qui  ont  longtemps  servi.  (8.  p.) 
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Wevr  (Em.).  —  Rapport  des  courbures  d^un  faisceau  de  courbes  en 
un  sommet.  {S  -p.) 

Clausius  (R.)  —  Remarques  sur  deux  Mémoires  de  M.  Mohr.  (i .  p.) 
Il  s'agit  des  deux  Mémoires  indiqués  ci-dessus,  p.  iSp. 


GIORNALE  Di  Matematiche. 
T.  IX,  janvier-juin  1871  (*). 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  formes  binaires  de  degré  quelconque. 
(29  p.-,  it.) 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  la  représentation  géométrique  de  quel- 
ques-uns des  invariants  et  des  covariants  des  formes  binaires  de 
degré  quelconque.  Il  est  divisé  dans  lés  articles  suivants  : 

i"  Définition  du  système  binaire  et  sa  représentation  la  plus 
simple  au  moyen  des  formes  géométriques  élémentaires  de  premièi'e 
espèce.  Représentation  géométrique  d'une  forme  binaire  pure  ou 
mixte.  Définition  de  la  transformation  linéaire  du  système  binaire  et 
des  concomitants  et  plexo-concomitanis  (invariants  et  covariants)  d'un 
nombre  quelconque  de  formes  binaires  pures  ou  mixtes  entre  des 
variables  congrédientes.  Expression  du  plus  simple  parmi  les  conco- 
mitants et  les  plexo-concomitants  du  système  binaire. 

2"  Propriétés  des  éléments  harmoniques  des  divers  ordres  d'un  élé- 
ment par  rapport  au  groupe  d'éléments  déterminé  par  une  forme 
binaire . 

3°  Représentation  géométrique  des  émanants  purs  et  mixtes  d'une 
forme  binaire.  Le  plus  simple  des  émanants  mixtes  conduit  au  con- 
cept d'un  groupe  d'élément  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
une  forme  binaire,  et  à  la  signification  géométrique  de  l'annulation 
de  l'invariant  quadratique,  ou  harmonisant  de  cette  même  forme. 

4°  Harmonisants  des  émanants,  des  covariants  associés  et  des 
autres  concomitants  des  formes  binaires. 

5^  Formes  syzygétiques  avec  un  groupe  de  plusieurs  formes 
binaires  du  même  degré,  et  involutions  multiples  des  divers  degrés, 
auxquelles  ces  groupes  donnent  lieu. 


(')  Voir  BiiUetin,  t.  I,  p.  319,  îSfi. 
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6**  Emanants  et  éléments  multiples  des  involutions. 

7°  Signification  géométrique  de  l'annulation  du  catalecticant  ou  du 
plexo-catalecticant  d'un  certain  ordre  d'une  forme  binaire.  Repré- 
sentation géométrique  des  catalecticants  simples  ou  bordés  des  éma- 
nants. 

8^  Canonisants  des  formes  binaires,  qu'elles  soient  de  degré  impair 
ou  de  degré  pair.  Représentation  géométrique  des  canonisants  et  du 
lamhdoïde. 

ToGNOLi  (O.).  —  Sur  quelques  questions  générales  de  la  théorie  des 
complexes,  résolues  par  la  méthode  géométrique  pure.  (12  p.  ;  it.) 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  le  degré  de  certains  complexes 
provenant  de  la  considération  de  droites  qui  coupent  deux  surfaces 
d'ordres  donnés ,  de  manière  qu'entre  les  distances  d'un  nombre 
donné  de  points  analogues  pour  la  seconde  surface,  une  certaine  re- 
lation ait  lieu.  Après  avoir  résolu  la  question  générale,  l'auteur  en 
fait  l'application  à  divers  problèmes, 

Arzelà  (G.).  —  Sur  quelques  applications  d'une  formule  de  Jacobi. 
(5p.;it.) 

Etant  donné  un  système  de  n  équations  entre  n  variables,  si  S  est 
le  déterminant  fonctionnel  relatif,  et  F  (a;,  y,  z,...,  m)  une  fonction 
algébrique  arbitraire,  de  degré  inférieur  à  S,  on  a 

S =''' 

la  somme  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  solutions  communes  aux 
équations  données.  Partant  de  ce  théorème  de  Jacobi,  et  considérant 
un  système  de  trois  équations,  l'auteur  en  déduit  quelques  propriétés 
relatives  aux  points  communs  de  trois  surfaces  algébriques  et  à  leurs 
plans  tangents  en  ces  mêmes  points. 

Battaglini  (G.).  —  Note  sur  les  axes  principaux.  (8  p.  ^  it.) 
En  appelant  moment  d'inertie  d'une  masse  par  rapport  à  un  plan 
la  somme  des  produits  de  chaque  élément  de  la  masse  par  le  carré  de 
sa  distance  à  ce  plan,  l'auteur  parvient  à  une  série  de  surfaces  liomo- 
focales  du  second  degré,  dont  chacune  est  l'enveloppe  des  plans  cor- 
respondants à  un  moment  d'inertie  donné,  et  il  en  déduit  facilement 
la  position  et  les  propriétés  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  aux 
divers  points  de  l'espace. 
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Démonstrations  de  divers  théorèmes  de  géométrie  proposés 
dans  V Educational  Times  et  dans  le  Giornale  di  Matematiche  ,•  par 
Cerruti  (V.),  (3  p.);  FuoiiTEs  (T.),  (5  p.);  Eugenio  (V.),  (i  p.); 

BiTONTI  {V.),    (3   p.)  ;  MOLLAME  (V.),   (  2  p.). 

Tano  (F.).  —  Sur  deux  théorèmes  de  Gauss  et  de  Heine.  (2  p.) 
Conditions  de  convergence,  et  relations  entre  certaines  séries  plus 

générales  que  la  série  liypergéométrique  de  Gauss  et  que  l'autre  série 

analogue  de  Heine, 

MoLLAME  (V.).  —  Quelques  théorèmes  de  géométrie.  (4-  p.  '-,  it.) 
Sur  les  polyèdres  circonscrits  à  une  sphère  et  sur  les  polygones 
circonscrits  à  un  cercle. 

ToGNOLi  (O.).  —  Observations  géométriques .  (8  p.  ;  it.) 
Démonstration  générale  de  quelques  propriétés  relatives  aux  points 
d'intersection  de  trois  surfaces  algébriques  et  à  la  courbe  d'intersec- 
tion de  deux  de  ces  surfaces  :  propriétés  qui  ont  été  démontrées,  seu- 
lement dans  des  cas  particuliers,  par  M.  Reye  dans  son  Mémoire  sur 
«  La  génération  d'une  surface  d'ordre  quelconque,  au  moyen  de  ré- 
seaux de  surfaces  d'ordres  moindres  »  {Mathematische  Annalen, 
Bd.I)(^). 

Imchenetsry  (V.).  —  Sur  les  fonctions  de  Jacques  Bernoulli,  et  sur 
l'expression  de  la  différence  entre  une  somme  et  une  intégrale  de  mêmes 
limites  (^).  (17  p.  5  fr.) 

Le  Mémoire  est  divisé  en  trois  sections  :  L  Moyen  simple  pour  dé- 
terminer les  fonctions  de  BernouUi ,  et  d'après  lequel  les  propriétés 
de  ces  fonctions  rationnelles  et  entières  se  déduisent  d'une  manière 
élémentaire,  sans  recourir  à  l'introduction  des  fonctions  transcen- 
dantes, à  leur  développement  en  séries,  ou  à  d'autres  propriétés  plus 
ou  moins  compliquées  des  intégrales  définies.  —  IL  La  formule  de 
Maclaurin,  avec  son  reste,  établie  avec  facilité,  et,  sans  s'appuyer  sur 
la  formule  de  Taylor,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties.  — 
IIL  Propriétés  des  fonctions  de  Bernoulli .  qui  ont  leur  application 
dans  le  calcul  direct  et  inverse  des  différences  finies. 

Solutions  de  diverses  questions  proposées  dans  ÏEducational  Times, 
dans  les  Nouvelles  Annales  et  dans  le  Giornale j  par  Cerruti  (V-), 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  i33. 
(')  Trad.  du  russe  par  J.  Hoiiol. 
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(4  p.);    CaSSANI   (P.),   (l    p.)-,    MOLLAME    (V.),    (7  p.)  5   FuORTES   (T.), 
(2  p.). 

D'OviDio  (E.).  —  Note  sur  le  livre  XIT  d'Euclide,  et  sur  le  Traité 
d' Archimède  relatif  à  la  mesure  du  cercle  et  des  corps  ronds.  (3  p.  ;  it.) 

L'auteur  indique  comment  on  pourrait,  sans  s'éloigner  des  vues 
d'Euclide,  appliquer  la  méthode  des  limites  aux  propositions  du 
XIP  livre  des  Élé7nents  et  à  celles  du  Traité  sur  les  mesures  d'Arclii- 
mède,  en  évitant  ainsi  les  pénibles  démonstrations  par  l'absurde, 
dont  ces  anciens  auteurs  font  usage. 

Barillari  (G.).  —  Sur  la  divisibilité  des  nombres  périodiques  et  sur 
la  détermination  des  périodes  décimales,  (ii  p.  5  it.) 

Quelques  théorèmes  sur  la  divisibilité  de  nombres  formés  avec  un 
groupe  de  chiffres  répété  plusieurs  fois,  et  sur  le  nombre  des  chiffres 
périodiques,  lorsque  l'on  convertit  une  fraction  ordinaire  en  fraction 
décimale. 

Battaglini  (G.).  —  Note  sur  les  déterminants.  (9  p.  ;  it.) 
L'auteur  démontre  comment,  étant  donné  un  déterminant,   la 
somme  de  ses  déterminants  mineurs  d'un  certain  ordre  (pris  d'une 
manière  déterminée  et  multipliés  par  certaines  racines  de  l'unité) 
peut  s'exprimer  par  un  autre  déterminant  de  même  ordre. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  planes  rationnelles  du  troisième 
ordre.  (3  p.  ;  it.) 

L'auteur  donne  la  relation  entre  les  trois  paramètres  qui  déter- 
minent trois  points  en  ligne  droite  sur  une  cubique  douée  d'un  point 
double  et  d'un  rebroussement,  en  l'appliquant  encore  à  la  démon- 
stration de  quelques  propriétés  de  la  courbe. 

Padova  (E.).  —  De  la  génération  des  surfaces  au  moyen  de  réseaux 
projectifs.  (3  p.;  it.) 

Démonstration  analytique  d'un  théorème  donné  par  Reye  (Mathe- 
matische  Annalen.,  Bd.  II),  concernant  la  génération  d'une  surface  au 
moyen  des  intersections  des  surfaces  correspondantes  de  deux  ré- 
seaux projectifs. 

Tano  (F.).  —  Théorème  de  Géométrie.  (6  p.  j  it.) 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  formes  ternaires  de  degré  quelconque. 
(iSp.^it.) 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  représentation  géométrique  de  quel- 

Uull.  des  Sciences  mathém.  et  ustron.,  t.  11.  (Mai  1871.)  lO 
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ques-uns  des  invariants ,  des  covariants  et  des  contravariants  des 
formes  ternaires  de  degré  quelconque.  Il  sera  continué  dans  les  fasci- 
cules suivants  du  Giornale.  La  première  partie  contient  les  articles 
suivants  :  i°  Concept  abstrait  du  continu  à  deux  dimensions  ou 
svstème  ternaire  (exposé  aussi  dans  le  Mémoire  de  l'auteur  Sur  les 
formes  ternaires  quadriques)^  et  sa  représentation  géométrique  la 
plus  simple.  Définition  des  formes  pures  et  mixtes,  et  leurs  expres- 
sions ombrâtes.  Transformation  linéaire  opérée  sur  les  variables  co- 
grédientes  et  contragi'édientes.  Caractère  analytique  des  concomitants 
et  expressions  fondamentales  de  ces  formes  invariantives.  2°  Con- 
ditions pour  les  éléments  multiples  d'une  forme.  Discriminant. 
Forme  conjointe  d'une  autre  forme  5  expressions  ombrales  de  la  ré- 
sultante (contravariant  combinant)  de  trois  formes.  3°  Propriété  des 
systèmes  harmoniques  des  divers  ordres  (polaires)  d'une  forme  ter- 
naire par  rapport  à  un  élément.  Ordre ,  classe  et  genre  de  deux 
formes  ternaires  conjointes.  4°  Emanants  d'une  forme  ternaire,  et 
leurs  formes  conjointes. 

Solutions  de  quelques  questions  proposées  dans  VEdticational 
Times  et  dans  les  Nouvelles  Annales  ;  par  Cassawi  (P.)  (3  p.). 

jy  HiRST.  —  Discours  sur  Euclide,  comme  livre  de  texte.  (8  p.) 
Traduction  du  Compte  rendu  de  la  première  séance  et  du  discours 

d'ouverture   de   VAssociation  for    the    Improvement   of  Geomelrical 

Teaching . 

ToGNOLi  (O.).  —  Note  sur  le  nombre  des  surfaces  d'un  réseau  qui 
ont  un  contact  tripotictuel  avec  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces 
algébriques.  (lO  p.  -,  it.) 

L'auteur,  après  avoir  déterminé  le  nombre  demandé,  se  sert  du 
résultat  obtenu  pour  établir  deux  théorèmes  sur  la  courbe  d'inter- 
section de  deux  surfaces  et  sur  les  points  communs  à  trois  surfaces. 

G.  B. 

BULLETTINO   m  Bibliografia  e  di  Storia   delle  Scienze  ma- 

TEAIATICHE    E    FISICHE    (*). 

T.  m,  1870. 

SiAcci  (F.).  —  Sur  le  théorème  du  comte  de  Fagnano.  (26  p.  ^  it.) 

(')  Voir  liulletin,  t.  I,  p,  98. 
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Le  but  de  l'auteur  de  ce  Mémoire  est  de  rechercher  :  1°  de  quelle 
manière  ce  théorème  fut  énoncé  et  démontré  par  le  comte  de  Fa- 
gnano;  2°  à  quelle  époque  précise  il  le  publia;  3*^  quelle  place  oc- 
cupe ce  théorème  dans  la  succession  historique  des  divers  travaux 
publiés  vers  le  même  temps,  concernant  les  intégrales  elliptiques; 
4°  les  diverses  formes  sous  lesquelles  il  a  été  présenté  par  les  divers 
auteurs. 

BoNCOMPAGNi  (B,). —  «  Mémoire  concernant  le  marquis  Giulio- Carlo 
de''  Toschi  di  Fagnano^  jusqu'au  mois  de  février  de  Vannée  17J2.  » 
Envoyé  par  le  P.  Don  Angelo  Calogerà  au  comte  Giovanni  Maria 
Mazzuchelli,  et  tiré  du  manuscrit  du  Vatican,  n"  9281.  (20  p.;  it.) 

Genocchi  (A.).  —  Notice  sur  quelques  écrits  relatifs  à  V addition  des 
intégrales  elliptiques  et  abéliennes.  (20  p.;  it.) 

Friedlein  (G.). —  Les  signes  numériques  et  le  calcul  élémentaire 
chez  les  Grecs  et  les  Romains,  et  chez  les  chrétiens  d'Occident,  depuis  le 
\n^  jusqu'au  xiii^  siècle  (').  (Analyse  par  J.  Houel).  (24  p.  ;  fr.) 

Sédillot   (L.-Am.  ).  —   Les  professeurs  de  Mathématiques  et  de 
Physique  générale  au  Collège  de  France.  (Suite  et  fin;  64  p-  ;  û*-) 
Quatrième  période  :  17^4" "869. 

Paleumo  (F.).  —  Sur  la  vie  elles  travaux  de  Giovanni-Battista  Amici. 
(62  p.;  it.) 

Govi  (G.).  —  Sur  trois  Lettres  de  Galilée,  tirées  des  archives  des 
Gonzague.  (i5  p.;  it.) 

Govj  (G.).  —  Recherches  historiques  sur  l'invention  du  niveau  à 
huile  d'air.  (i5  p.  ;  fr.) 

Les  recherches  faites  à  la  Bibliothèque  de  Florence,  par  M.  Govi, 
établissent  que  cet  instrument  fut  inventé,  en  1661,  par  Melchisédec 
Thévenot. 

Martin  (Th. -H.). —  Sur  un  ouvrage  faussement  attribué  à  Aristarque 
de  Samos.  (4  p.  ;  fr.) 

Vorsterman  van  Oijen  (G.-A.).  —  Quelques  arpenteurs  hollandais 


(')  Die  Zahlzeichen  und  das  elementare  Rechnen  der  Griecken  und  Romer,  und  des 
christlichen  Abendlandes  vom-j.  bis  i3.  Jahrhundert,  'von  V.  G.  Friedlein,  Hector  in 
Hof.  Mit  eilf  Tafeln.  Erlangen,  Verlag  von  Andréas  Deiche-.t;  1869.  In-S",  VI-iC'i  S. 


IG. 
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de  la  /în  duxvi^  et  du  commencement  du  xvii®  siècle,  et  leurs  instruments 
(54  p.,  6pl.^  fr.) 

SxiATTEsi  (A.).  —  Sur  l'Arithmétique;  dissertation  historico-cri- 
tique.  (20  p.  ;  it.) 

ScHETiiNG  (E.)  (traduit  par  P.  Mansion).  —  Notice  biographique 
sur  Bernhard  Riemann.  {20  p.;  fr.) 


ATTI  Dell'  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei,  compilati  dal 
Segretario.  Roina,  tipografia  délie  Scienze  matematiclie  et  fisi- 
clie  {'). 

T.  XXII,  1869. 

Chelini  (D.).  —  Nouvelle  démonstration  élémentaire  des  propriélés 
fondamentales  des  axes  conjugués  de  rotation  et  des  axes  permanents. 

(8  p.) 

Démonstration  fondée  sur  le  principe  qui  donne  l'axe  central  dans 

un  système  de  forces. 

ToRTOLiNi  (B.).  —  Solution  d' un  problème  relatif  aux  équations  du 
troisième  et  du  quatrième  degré.  (3  p.) 

Le  problème  consiste  à  trouver  une  équation  complète  du  troisième 
degré,  dont  le  dernier  terme  représente  le  discriminant  d'une  équa- 
tion générale  du  quatrième  degré. 

Tortolijvi  (B.).  —  Sur  un  nouveau  système  de  variables,  introduites 
par  M.   0.  Bonnet  dans  Vétude  des  propriétés  des  surfaces  courbes. 

(16  p.) 

L'auteur  montre  comment  les  nouvelles  variables,  introduites  par 
M.  O.  Bonnet  pour  fixer  la  position  du  plan  tangent  d'une  surface 
courbe  [Journal  de  Liouville,  2^  série,  t.  V,  p.  i53^  1860)  exigent 
nécessairement  la  considération  des  surfaces  appelées  par  M.  W.  Ro- 
berts  surfaces  dérivées  de  système  positif  ou  négatif.  L'auteur  com- 
pare certains  résultats  trouvés  par  M.  Bonnet,  avec  les  résultats  ana- 
logues trouvés  par  lui-même  et  exposés  dans  ses  précédents  Mémoires. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  11,  p.  19  et  82. 
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T.  XXIII,  1870. 

GioRGi  (F.).  —  Sur  le  calcul  des  quantités  de  terre  à  remuer  dans  les 
devis  des  travaux  d' architecture .  (8.  p.) 

VoLPicELLT  (P.).  —  Conditions  algébriques  pour  obtenir  la  compen- 
sation thermométrique  dans  les  baromètres ,  pour  un  quelconque  des 
systèmes  aptes  à  les  produire.  (29  p.) 

Mainardi  (G.).  —  Réflexions  sur  divers  sujets.  (Suite;  9  p.) 
L'auteur  fait  voir  comment,  de  certaines  formules  contenues  dans 
un  Mémoire  de  lui  .Sur  la  théorie  générale  des  surfaces  (*),  on  peut 
déduire  certains  résultats,  obtenus  par  Bour  (*)  et  par  O.  Bonnet  (^). 
En  outre,  il  fait  observer  que  toutes  les  équations  particulières  don- 
nées par  ces  auteurs  sont  du  nombre  des  équations  aux  dérivées 
partielles  simultanées  dont  le  développement  dépasse  les  forces  ac- 
tuelles de  l'analyse  ;  tandis  que  les  deux  équations  particulières,  in- 
diquées dans  son  Mémoire,  et  relatives  aux  lignes  de  courbure  prin- 
cipale, se  développent  par  de  simples  quadratures. 

VoLPicELLi  (P.).  —  Formules  générales  pour  la  variation  du  ton 
produite  par  le  mouvement  du  corps  sonore  et  celui  de  V observateur  ^  co- 
rollaires de  celte  formule  et  considérations  sur  la  manière  dont  on  croit 
pouvoir  expliquer  le  déplacement  des  raies  de  Fraunhofer,  dans  le  spectre 
du  Soleil,  en  raison  de  son  mouvement  rotatoire.  (12  p.  ) 


MONTHLY    Notices  of    the    Koyal    Astroivomical    Society    of 

LoNDON  (*). 

T.  XXX,  1870. 

AiEY  (G.-B.).  —  Sur  un  oculaire  destiné  à  corriger  V effet  de  la 
dispersion  atmosphérique. 

On  sait  que  la  dispersion  atmosphérique  a  pour  effet  d'élever  un 


(')  Gioruale  del  R.  Istitiito  Lombarde,  t.  X,  1857. 

(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXII,  18G2,  Sg^  cah.,  p.  263. 
(•)  Ibid.,  t.  XXV,  1867,  42«=  cah.,  p.    3i-,32. 

(*)  Notices  mensuelles  de    la  Société  royale  d'Astronomie   de  Londres.  Strangeways 
and  Walden  ;  Castle  Street,  Leicester  Square,  à  Londres, 
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peu  les  images  des  objets  célestes.  Après  quelques  essais  faits  en  vue 
de  corriger  cette  erreur,  MM.  Airy  et  W.  Simms  sont  arrivés, 
chacun  de  leur  côté,  à  la  disposition  simple  suivante. 

L'oculaire  est  formé  par  une  lentille  plane-convexe,  un  peu  plus 
large  que  ne  l'exige  la  vision  télescopique,  et  le  porte  oculaire  est 
terminé  par  une  surface  convexe,  à  l'intérieur  de  laquelle  tourne, 
à  frottement  un  peu  dur,  la  lentille  précédente. 

Il  en  résulte  que  l'oculaire  présentera  toujours  aux  rayons  lumi- 
neux venant  de  l'objectif  la  même  surface  sphérique  dans  la  même 
position  relative  5  tandis  qu'au  contraire  la  face  plane  tournée  vers 
J'œil,  normale  à  l'axe  de  la  lunette  dans  une  position  de  la  lentille, 
pourra  prendre,  par  rapport  à  cette  ligne,  un  grand  nombre  d'in- 
clinaisons différentes  :  dans  le  premier  cas,  l'oculaire  fonctionnera 
à  la  façon  ordinaire  5  dans  tous  les  autres,  il  fera  l'office  d'un  prisme 
d'angle  variable  et  corrigeant  l'effet  de  la  dispersion. 

Une  pareille  disposition,  n'augmentant  pas  le  nombre  de  verres  de 
la  lunette  et  ne  changeant  pas  les  corrections  ordinaires  de  l'aber- 
ration de  sphéricité,  doit  être  adaptée  à  toutes  les  lunettes  destinées 
à  des  recherches  délicates. 

Herschel  (J.-F.-W.).  —  Septième  catalogue  d'étoiles  doubles  ob- 
servées à  Slough,  de  18 23  à  1828. 

Ce  catalogue  donne  les  positions  de  84  étoiles  doubles  qu'on  n'a- 
vait point  encore  observées. 

De  la  Rue,  Stewart  et  Loewy.  —  Résumé  des  observations  de 
taches  solaires  faites  avec  le photohéliographe  de  l'Observatoire  de  Kew, 
pendant  Vannée  1869. 

L'année  1 869  a  été  caractérisée  par  une  tendance  remarquable  des 
groupes  de  taches  à  apparaître  pour  ainsi  dire  par  trains  successifs 
dans  deux  zones  étroites  et  bien  définies  situées  de  chaque  côté  de 
l'équateur  solaire. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  détermination  de  V orbite  d^une  planète,  au 
moyen  de  trois  observations. 

Le  but  de  l'auteur  est  de  résoudre  géométriquement  ce  problème. 
Au  moyen  de  trois  observations ,  nous  connaissons  trois  rayons 
donnés  de  la  conique  dont  nous  avons  déjà  le  foyer  (le  Soleil)  S.  Le 
problème  est  donc  de  trouver  le  plan  de  l'orbite,  de  telle  sorte  que, 
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dans  l'orbite  déterminée  par  le  moyen  du  trisecteur  précédent  (c'est 
ainsi  qu'on  nomme  l'ensemble  de  trois  rayons  de  l'orbite  partis  du 
foyer),  les  intervalles  des  temps  de  passage  à  ces  trois  positions  sur 
l'orbite  puissent  avoir  les  valeurs  observées  5  ou,  en  d'autres  termes, 
que  les  quotients  des  aires  orbitaires  par  la  racine  carrée  du  laius 
rectum  puissent  avoir  des  valeurs  données. 

Si,  au  lieu  du  plan  de  l'orbite,  nous  considérons  l'axe  de  V orbite^ 
c'est-à-dire  la  perpendiculaire  menée  au  plan  de  l'orbite  par  le  point  S, 
ou  mieux  encore  le  pôle  de  l'orbite,  intersection  de  l'axe  par  une 
sphère  décrite  de  S  comme  centre ,  alors ,  à  une  position  donnée  du 
pôle  de  l'orbite  correspond  une  orbite  déterminée;  et  le  problème  * 
revient  à  trouver,  pour  le  pôle  de  l'orbite,  une  position  telle,  que, 
dans  l'orbite  correspondante,  les  intervalles  des  époques  de  passage 
puissent  avoir  les  valeurs  indiquées.  Il  est  clair  que  la  position  du 
pôle  de  l'orbite  peut  être  obtenue  par  l'intersection  de  deux  courbes 
sphériques,  qui  sont  les  lieux  des  positions  que  doit  occuper  succes- 
sivement le  pôle  de  l'orbite,  pour  que  les  temps  de  passage  entre  le 
premier  et  le  second  point  d'une  part,  entre  le  second  et  le  troisième 
de  l'autre,  aient  des  valeurs  données. 

Le  Mémoire  de  M.  Cayley,  publié  dans  les  Memoirs  of  the  Pioyal 
Astronomical  Society  (t.  XXX\I1I,  1871),  est  entièrement  consacré 
à  la  discussion  et  au  tracé  de  ces  lieux  géométriques. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  l' application  de  la  photographie  à  la  dé- 
termination de  la  parallaxe  solaire. 

L'auteur  recherche  quelles  sont  les  stations  les  plus  favorables  à 
l'emploi  de  la  photographie. 

Browning  (J.).  —  Sur  un  micromètre  à  fils  brillants  pour  la  mesure 
des  positions  des  lignes  d'un  spectre  faible. 

Proctor  (R.-A.).  —  Méthode  de  construction  de  cartes  servant  à 
donner,  avec  exactitude  et  en  très-peu  de  temps,  la  trace  du  grand  cercle 
qui  joint  deux  points  du  globe. 

Proctor  (R.-A,).  —  Note  sur  la  couronne  solaire  et  la  lumière 
zodiacale. 

Suivant  l'auteur,  il  est  actuellement  démontré,  par  les  observa- 
tions des  éclipses  du  soleil  faites  jusqu'ici,  que  la  cause  de  la  produc- 
tion de  la  couronne  solaire  appartient  au  Soleil,  et  toute  observation 
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ultérieure,  entreprise  dans  le  but  de  démontrer  ce  fait,  est  complè- 
tement inutile. 

WoLF  (R.)-  —  Étude  sur  la  fréquence  des  taches  solaires  et  leur 
relation  avec  la  variation  de  la  déclinaison  magnétique. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  construction  graphique  des  courbes  qui  li- 
mitent l'ombre  et  la  pénombre  à  un  instant  quelconque  d'une  éclipse  de 
Soleil. 

Le  mode  de  construction  que  propose  l'auteur  est  fondé  sur  cette 
remarque,  qu'un  cône  droit  est  la  surface  enveloppe  d'une  sphère  va- 
riable dont  le  centre  est  constamment  sur  une  ligne  donnée,  et  dont 
le  rayon  est  proportionnel  à  la  distance  du  centre  à  un  point  donné 
de  cette  ligne  \  ainsi  que  sur  le  théorème  de  géométrie  suivant  :  Si 
l'on  a  un  cercle  fixe  et  un  second  cercle  variable  dont  le  centre  reste 
constamment  sur  une  ligne  donnée,  et  dont  le  rayou  soit  propor- 
tionnel à  la  distance  du  centre  à  un  point  donné  de  cette  ligne,  le 
lieu  du  pôle,  par  rapport  au  cercle  fixe  de  la  corde  commune  aux 
deux  cercles,  est  une  conique. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  théorie  géométrique  des  éclipses  de  Soleil. 

L'auteur  donne  une  démonstration  simple  et  élégante  de  l'équation 
fondamentale  des  éclipses  solaires  publiée  par  Bessel,  dans  les  Astro- 
nomische  Nachrichten  (n°  32i ,  iSSy)  (*). 

WoLFERS.  —  Comparaison  des  positions  d'un  certain  nombre  d'étoiles 
données  dans  le  second  catalogue  de  Radcliffe,  avec  les  positions  des 
mêmes  astres,  tirées  des  Tabulas  reductionum  de  Wolfers. 

Proctor  (R.-A.). —  Sur  la  résolubilité  des  amas  d'étoiles,  regardée 
comme  servant  à  apprécier  leurs  distances. 

L'auteur  discute  la  théorie  de  William  Herschel,  d'après  laquelle 
la  non-résolubilité  d'un  amas  d'étoiles  est  une  preuve  de  leur  grande 
distance,  de  telle  sorte  que,  de  deux  groupes  dont  l'un  est  réso- 
luble par  un  télescope  donné,  et  dont  l'autre  ne  l'est  pas,  le  premier 
est  certainement  plus  rapproché  que  l'autre,  et  il  tend  à  prouver  que 
cette  théorie  n'est  pas  complètement  exacte.  Ainsi,  dans  le  plus  petit 
des  nuages  de  Magellan,  Herschel  a  trouvé  que  les  bords  n'étaient 
pas  résolubles  avec  un  télescope  de  i8  pouces,  tandis  que  le  centre, 

(')  roj>  Brï'nnow,  Astronomie  sphérique,  p.  436.  Librairie  Gauthier-Vilhii s. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  i53 

au  contraire,  se  résolvait  très-distinctement.  Mais  ,  comme  d'autre 
part  il  est  évident  que,  si  ce  petit  nuage  était  formé  d'étoiles  distri- 
buées imiformément ,  le  centre  serait  évidemment  la  partie  la  moins 
facilement  résoluble,  il  est  clair  que  les  bords  de  la  nuée  ont  une 
constitution  différente  de  celle  du  centre.  Dans  l'explication  de  ces 
phénomènes  de  résolubilité,  il  entre  donc  au  moins  une  autre  consi- 
dération que  celle  de  la  distance,  et  nous  ne  sommes  pas  en  droit 
d'affirmer  que,  par  exemple,  les  étoiles  formant  la  voie  lactée  soient 
plus  éloignées  de  nous  que  les  groupes  d'étoiles  que  l'œil  peut 
résoudre. 

PowELL  (E.-B.).  —  Sur  l'orbite  de  ce  du  Centaure. 

Senbroke  (G.).  —  La  couronne  solaire  est-elle  un  phénomène  solaire 
ou  un  phénomène  terrestre  ? 

Le  but  de  l'auteur  est  de  montrer  que,  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances,  la  théorie  publiée  par  M.  Lockyer  (la  couronne  so- 
laire est  un  phénomène  terrestre)  est  parfaitement  admissible,  et,  en 
outre,  de  démontrer  comment  cette  question,  qu'il  considère  comme 
encore  litigieuse,  pourra  être  résolue  par  les  observations  des  éclipses 
lutiu"es. 

Senbroke  (G.).  —  Sur  le  déplacement  des  lignes  lumineuses  dans 
le  spectre  de  la  chromosphère  solaire. 

Browning  (J.).  —  Sur  un  spectroscope  dans  lequel  les  prismes  s'a- 
daptent  automatiquement  pour  l'angle  de  déviation  minimum  qui  cor- 
respond à  la  raie  particulière  soumise  à  l'examen. 

Cayley  (A.).  —  Sur  une  propriété  des  projections  stéréographiques. 

Les  mêmes  cercles  qui ,  dans  la  projection  stéréographique 
directe  d'un  hémisphère,  représentent  respectivement  des  méridiens 
et  des  parallèles,  représentent  encore  des  méridiens  et  des  parallèles 
dans  la  projection  oblique  de  l'hémisphère  5  mais  les  colatitudes 
ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  projections  5  en  d'autres  termes, 
un  cercle  qui,  dans  la  projection  directe,  représente  un  parallèle 
de  colatitude  c  représente,  dans  la  projection  oblique,  un  parallèle 
de  colatitude  dillérente  et  égale  à  cf.  Or,  si  l'on  désigne  par  A'  l'arc 
qui,  dans  la  projection  oblique ,  représente  les  distances  du  centre 
au  pôle  de  la  projection  directe  (c'est-a-dire  la  colatitude  du  centre), 
on  a 

langjc  =  lang^  A'  tangjc'. 
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AiuY  (G.-B.).  —  Sur  l'éclipsé  totale  de  Lune  du  12  juillet  1870. 
Proctor  (R.-A.).  —  Sur  le  spectroscope  automatique  de  M.  Browning. 

Proctor  (R.-A.).  —  Nouvelles   remarques  sur  la  couronne  solaire. 

Pour  l'auteur,  le  fait  capital  observé  dans  les  éclipses  de  Soleil  est 
le  suivant  :  au  moment  de  la  totalité,  à  l'intérieur  du  cône  mené  par 
l'œil  de  l'obsei'vateur  et  limité  par  le  disque  de  la  Lune,  il  n'y  a  au- 
cune lumière;  au  contraire,  la  portion  de  l'atmosphère  comprise  dans 
le  cylindre  limité  par  les  lignes  qui  vont  du  disque  du  Soleil  à  celui 
de  la  Lune  est  vivement  éclairée  ;  et  ce  fait  prouve,  avec  la  dernière 
évidence,  que  cette  lumière  provient  d'un  corps  placé  bien  au  delà 
de  la  Lune.  Quant  à  l'obscurité  du  disque  de  notre  satellite,  on  doit 
l'expliquer  par  cette  raison  très-simple  :  la  Lune  est  un  corps  opaque 
bien  plus  voisin  de  nous  que  la  Couronne. 

Stone.  —  Détermination  de  la  constante  de  la  natation  par  les 
observations  d' ascension  droite  de  la  Polaire  et  de  déclinaison  de  la  Po- 
laire, de  01  Céphée  et  de  â  Petite-Ourse,  faites  à  l  Observatoire  de 
Greenunch,  de  i85i  à  i865. 

On  trouvera  le  détail  de  toutes  ces  observations  dans  le  vo- 
lume XXXVII  des  Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique.  Elles 
y  sont  discutées  avec  soin,  et  elles  conduisent  aux  valeurs  suivantes 
de  la  constante  chercliée  N  : 

(i)  N=i9",ii5— i,i66/?,  Jl  de  la  Polaire, 

(2)  N  =  9",io8-f-6,iô/7,  D. P. N.  de  la  Polaire, 

(3)  N  =  9",i44-3,6âr?,  D.P.N.  de5i  Céphée, 

(4)  N  =  9",2i4-f  i,75ôm,  D.P.N.   de  ô  Petite-Ourse; 

où  l'on  a  posé,  d'après  Gould, 

Mouvement  propre  de  la  Polaire  en  M =-t- o",  ii48-t-/?, 

»  »         en  D.P.N ==  — o",oo4  +Ô/;, 

»  de  5 1  Céphée  en  D.P.N. .. .   =-t-o",o48    -hèc, 

»  de  ô  Pelile-Ourse  en  D.P.N.  =  — o",o43  +ôm. 

En  donnant  aux  équations  (i)  et  (2)  un  poids  double  de  celui  des 
équations  (3)  et  (4),  on  en  déduit  pour  N 

N  =  9",i34—  o,55p  -h  2,020/?  H-  o,29(5m  —  o,6èc. 
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MÉLANGES. 
SUR  lA  REPRÉSENTATION  DES  SURFACES  ALGÉBRIQUES. 


La  représentation  d'une  surface  du  quatrième  ordre  à  conique 
double  sur  le  plan  peut  être  faite  d'une  manière  simple,  au  moyen 
des  propositions  suivantes. 

Théorème  I.  —  Etant  données  cinq  courbes  du  troisième  ordre 
passant  par  cinq  points,  dont  les  équations  sont 

Q/  =  o,     /  =  !,  2,  3,  4,  5, 

il  existe,  entre  les  premiers  membres  de  leurs  équations,  deux  rela- 
tions homogènes  du  second  degré 

(1)  /{Q.)  =  o,     9(Q,)  =  o; 

si  l'on  ramène  les  deux  identités  précédentes,  par  une  substitution 
linéaire,  à  ne  contenir  que  les  carrés  des  inconnues  (ce  qui  revient  à 
remplacer  les  courbes  par  d'autres  cubiques  satisfaisant  aux  mêmes 
conditions),  les  deux  identités  (i)  prennent  la  forme 

(2)  lQi  =  o,     2a.Q/  =  o. 

L'équation  du  cinquième  degré  qu'il  faut  résoudre,  pour  ramener 
les  deux  identités  à  une  somme  de  carrés,  est  la  même  que  celle  dont 
dépendent  les  cinq  points  communs  aux  cinq  cubiques. 

Théorème  IL  —  Etant  donnée  une  conique  dans  l'espace,  on  peut 
toujours  trouver,  et  d'une  infinité  de  manières,  cinq  quadriques  qui 
la  contiennent, 

(3)  ,  S,  =  o, 

et  telles  qu'entre  les  premiers  membres  S,  on  ait  la  relation  iden- 
tique 

(4)  2S/  =  o. 
Théorème  IIL  —  Si  l'on  pose 


(5)  S,=:Q.v/«.  +  ^, 
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les  formules  (5)  donnent  la  représentation  sur  le  plan  de  la  surface 
générale  du  quatrième  ordre,  à  conique  double,  définie  par  l'équation 

(6)  1^1  =  °- 

La  courbe  du  troisième  ordre,  représentation  sur  le  plan  de  la 
conique  double,  a  pour  équation 


{7)  lQi\/ai-\-l  =  o. 

Les  sections  planes  de  la  surface  ont  pour  représentation  plane  les 
courbes  dont  l'équation  est 


2  m,-  Q,-  V «,•  -1-  X  =  o,     où     2 nii  =  o. 

Les  formules  qui  précèdent  s'appliquent  évidemment  à  la  surface 
générale  du  troisième  ordre,  qui  est  un  cas  particulier  de  la  surface 
du  quatrième  ordre  à  conique  double.  La  méthode  repose,  on  le  voit, 
sur  l'emploi  de  deux  systèmes  de  coordonnées  : 

i**  Dans  le  plan,  un  point  peut  être  défini  par  les  cinq  quantités  Q,, 
reliées  par  les  deux  identités  (  2  )  ; 

2°  Dans  l'espace,  le  point  est  défini  par  les  cinq  coordonnées  S.-, 
reliées  par  l'unique  identité  (4)- 

Ces  deux  systèmes  de  coordonnées  permettent,  en  tenant  compte 
des  identités,  de  traiter,  sans  faire  intervenir  les  coordonnées  ordi- 
naires, toutes  les  questions  qui  se  rapportent  dans  le  plan  à  cinq 
points,  dans  l'espace  à  une  conique  et  aux  surfaces  qui  la  contien- 
nent. Aux  exemples  que  j'ai  donnés  dans  un  travail  antérieur,  et  dans 
une  Communication  à  l'Académie  des  Sciences  {Comptes  rendus, 
t.  LXXIJI,  p.  732),  on  peut  ajouter  le  suivant  : 

Étant  donnée  une  surface  du  quatrième  ordre,  ayant  pour  ligne 
double  le  cercle  de  l'infini,  ou  cyclide^  on  sait  intégrer  l'équation  dif- 
férentielle des  lignes  pour  lesquelles  la  splière,  passant  par  trois  points 
consécutifs,  et  normale  à  la  surface,  est  en  même  temps  orthogonale  à 
une  des  cinq  sphères  principales  de  la  surface.  Ces  lignes  sont  ana- 
logues aux  lignes  géodésiques,  et  elles  donnent  le  minimum  d'une 
intégrale  /X'ds,  où  1  est  l'inverse  delà  tangente  menée  du  point  à 
une  sphère. 

La  méthode  précédente  peut  s'étendre  et  permet  de  traiter  beau- 
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coup  de  questions  se  rattachant  aux  transformations  les  plus  variées  ^ 
j'en  citerai  seulement  trois  exemples. 

1°  Étant  données  les  quadriques  passant  par  une  droite  et  par 
deux  points,  on  peut  en  choisir  cinq, 

T.  r=  o, 

telles  qu'entre  les  premiers  membres  de  leurs  équations  ou  ait  la 
relation  identique 

(8)  2T.'=o; 

si,  comparant  cette  identité  à  l'identité  (4),  on  pose 

(9)  ^^.-^T., 

on  a  une  transformation  des  points  de  l'espace  dans  laquelle  à  un 
plan,  correspondent  toutes  les  quadriques  passant  par  une  dioite  et 
trois  points.  C'est  la  transformation  de  M.  Cayley.  Les  mêmes  con- 
sidérations s'appliquent  à  la  transformation  du  second  ordre,  récem- 
ment découverte  par  M.  Cremona,  et  dans  laquelle  à  un  plan  cor- 
respondent toutes  les  surfaces  du  second  ordre  passant  par  trois  points 
et  tangentes  en  un  quatrième  point  à  un  plan  donné. 

2°  Etant  données  les  quadriques  passant  par  quatre  points,  on 
peut  en  trouver  six  telles  qu'entre  les  premiers  membres  U,  de 
leurs  équations,  on  ait  les  deux  identités 

Si  l'on  prend 


(10)  or,- =  U,V«i  +  ^»     i=i,  2,...,  6, 

les  formules  (10),  en  y  regardant  les  quantités  x^  comme  les  six  coor- 
données d'une  droite,  donnent  la  représentation  d'un  complexe  de 
droites  du  second  ordre,  ayant  quatre  points  singuliers.  Cette  repré- 
sentation est  identique  à  celle  qui  a  été  effectuée  par  M.  Lie  [Nou- 
velles de  la  Société  de  Goettingue). 

3°  Etant  données  les  surfaces  du  troisième  ordre,  passant  par  une 
courbe  du  cinquième  ordre  Cs^a,  on  peut  en  choisir  six,  telles 
qu'entre  les  premiers  membres  V,-  de  leurs  équations,  on  ait  les 
deux  relations  identiques 

(11)  l\f  =  o,     2a,v;=o. 
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Si  l'on  prend,  comme  précédemment, 


{12)  Xi=YiS/ai-hl,     1  =  1,1,...,  6, 

les  formules  (12),  en  y  considérant  les  quantités  Xi  comme  les 
six  coordonnées  d'une  droite,  donnent  la  représentation,  dans 
l'espace,  du  complexe  le  plus  général  du  second  ordre.  Cette  repré- 
sentation peut,  d'ailleurs,  s'elFectuer  directement,  et  l'on  en  déduit 
une  notion  complète  des  congruences  et  des  surfaces  appartenant  au 
complexe,  ainsi  que  les  propriétés  de  la  surface  de  Kummer  (  *). 

Les  systèmes  des  coordonnées  précédents  sont  tels  que  les  rela- 
tions identiques  sont  toutes  du  second  degré,  et  peuvent  être  rame- 
nées à  la  forme  d'une  somme  de  carrés.  Il  existe  des  méthodes  de 
transformation  dans  lesquelles  ces  relations,  tout  en  étant  du  second 
ordre,  ne  peuvent  être  débarrassées  des  rectangles,  et  d'autres  dans 
lesquelles  on  doit  faire  intervenir  des  relations  de  degré  supérieur  au 
second.  G.  D. 
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(')  En  comparant  les  deux  équations  qui  définissent  un  complexe  du  second  ordre 
ou  l'identité  ('(  ),  on  peut  obtenir  un  mode  de  représentation  dans  lequel,  à  un  point 
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ERRATUM: 

Page  77,  ligne  9  :  Ait  lieu  de  démontre,  lire  se  propose  de  démontrer. 
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JORDAN  (C).  —  Traité  des  substitutions  et  des  équations 
ALGÉBRIQUES.  —  Paris,  Gautliier-Villars,  1870;  in-4°,  xvi-667  p. 
Prix  :  3o  francs. 

L'Ouvrage,  que  nous  annonçons  exercera,  nous  en  sommes  sûr, 
une  influence  considérable  sur  les  progrès  de  la  théorie  la  plus  im- 
porlaiite  de  l'Algèbre 5  aussi,  en  attendant  que  nous  puissions  parler 
d'une  manière  plus  détaillée  des  belles  découvertes  de  l'auteur,  nous 
croyons  devoir  faire  à  nos  lecteurs  une  analyse  des  diiïërentes  ques- 
tions traitées  et  résolues  par  M.  Jordan.  La  théorie  des  substitutions 
a  toujours  été  cultivée  en  France,  et  nous  sommes  heureux  de  re- 
connaître que  c'est  à  un  géomètre  de  notre  pays  qu'elle  doit  un  nou- 
veau progrès  et  d'importantes  additions. 

Première  Partie.  —  L'auteur  établit  rapidement  les  principes 
connus  de  la  théorie  des  congruences  (Livre  !")•)  et  les  premiers  fon- 
dements de  la  théorie  des  substitutions  (Livre  II,  Chapitre  P"",  §  I). 
Il  expose  ensuite  (§§  II,  III  et  IV)  les  principales  propositions  aux- 
quelles donne  lieu  la  triple  distinction  des  groupes  en  transitifs  et 
intransitifs,  primitifs  et  non  primitifs,  simples  ou  composés,  et  donne 
en  particidier  le  théorème  suivant,  qui  est  fondamental  dans  son 
analyse  : 

Soit  G  un  groupe  composé  j  on  pourra  déterminer  (souvent  de  plu- 
sieurs manières)  une  suite  de  groupes  G,  H,  I,...,  telle^  que  chacun  de 
ces  groupes  soit  contenu  dans  le  précédent,  et  permutable  à  ses  substitu- 
tions, mais  ne  soit  contenu  dans  aucun  autre  groupe  jouissant  de  cette 
double  propriété. 

En  divisant  l'ordre  de  chacun  de  ces  groupes  par  celui  du  groupe  sui- 
vant,  on  obtiendra  une  suite  d'entiers  X,  //,  v, Ces  entiers  (les  fac- 
teurs de  composition  de  G)  resteront  les  mêmes  à  V  ordre  près,  de 
quelque  manière  que  l'on  détermine  la  suite  G,  H,  I,...  (*). 


(')  L'ordre  d'un  groupe  est  le  nombre  de  ses  substitutions. 

Une  substitution  S  est  permutable  au  groupe  formé  des  substitutions  gi,  g.,. . .,  g  , 
si  l'on  a  pour  chaque  valeur  de  «  une  relation  de  la  forme  g  S  ^  Sg^. 

Un  groupe  est  composé,  s'il  contient  quelque  autre  groupe  auquel  ses  substitutions 
soient  permutable.». 

L'iill.  des  Sciences  muthém,  et  astrott.,  t.  II.  (Juin  1871.)  II 
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L'auteur  examine  ensuite  le  problème  de  la  symétrie  des  fonctions 
rationnelles,  et  montre  comment,  un  groupe  étant  donné,  on  peut 
déterminer  tous  les  groupes  qui  lui  sont  isomorphes,  c'est-à-dire  qui 
lui  correspondent  substitution  à  substitution. 

Il  expose  les  principales  propriétés  du  groupe  alterné  (§  VI),  puis 
s'occupe  (5  ^  II)  de  déterminer  les  nombres  minima  de  valeurs  dis- 
tinctes que  puisse  prendre  une  fonction  de  k  lettres,  lorsqu'on  y 
permute  ces  lettres.  Il  donne  à  ce  sujet  un  tliéorème  général,  qui 
renferme,  comme  cas  particuliers,  les  tliéorèmes  importants  et  bien 
connus  de  M.  Bertrand  et  de  M.  Serret.  Il  assigne  enfin  une  limite  à 
la  transitivité  des  groupes  qui  ne  contiennent  pas  le  groupe  alterné. 
Le  Chapitre  II  du  second  Livre  est  consacré  aux  substitutions  dé- 
finies par  une  expression  analytique,  et  spécialement  aux  substitu- 
tions linéaires.  Après  avoir  exposé  (§  I)  les  recberclies  de  M.  Hermite 
sur  ce  sujet,  M.  Jordan  détermine  l'ordre  et  les  facteurs  de  composi- 
tion du  groupe  linéaire  (§§  Il  et  III).  Il  montre  ensuite  (§  V)  com- 
ment on  peut,  à  l'aide  d'un  changement  d'indices  (opération  analogue 
aux  changements  de  coordonnées  usités  dans  la  Géométrie  analy- 
tique), ramener  une  substitution  linéaire  quelconque  à  une  forme 
canonique  simple.  Cette  réduction  lui  permet  de  résoudre  (§  \I) 
plusieurs  problèmes  importants,  entres  autre  celui-ci  : 

Trouver  la  forme  et  le  nombre  des  substitutions  linéaires  échangeables 
à  une  substitu'ion  linéaire  donnée. 

Les  paragraphes  suivants  sont  consacrés  à  l'étude  de  divers  groupes 
remarquables  contenus  dans  le  groupe  linéaire.  L'auteur  passe  suc- 
cessivement en  revue:  1°  le  groupe  orthogonal,  dont  il  détermine 
l'ordre^  2°  le  groupe  abélien  ('),  dont  il  détermine  l'ordre  et  les  fac- 
teurs de  composition-,  3*^  deux  nouveaux  groupes  contenus  dans  le  pré- 
cédent, qu'il  a  appelés  groupes  hypoabéliens,  et  dont  il  détermine 
également  l'ordre  et  les  facteurs  de  composition. 

Dans  le  §  X,  l'auteur  donne  trois  méthodes  générales  pour  con- 
struii-e  des  groupes  particuliers  contenus  dans  le  groupe  linéaire; 
puis  il  étudie  successivement  (§  XI)  les  substitutions  linéaires  frac- 
tionnaires, et  les  groupes  si  remarquables  signalés  par  MM.  Steiner 


(')  Ainsi  appelé  paice  qu'il  s'est  présenté  pour  la  première  fois  dans  les  recherches 
de  M.  Hermite  sur  les  fonctions  abclienues. 
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et  Clebscb,  dont  il  moiUi^'  la  liaison  avec  les  groupes  abélien  et  liy- 
poabélien. 

Avec  le  Livre  III  il  aborde  la  lliéorie  des  équations.  Le  §  I  du  Cha- 
pitre l^"",  consacré  à  la  théorie  générale  des  irrationnelles,  contient 
les  théorèmes  de  Galois,  avec  de  nombreux  corollaires,  parmi  les- 
quels nous  signalerons  les  suivants  : 

1°  Si  le  groupe  G  d'une  équation  F  (x)  =o  est  simple,  elle  ne  pourra 
être  résolue  qu'au  moyen  d'équations  dont  le  groupe  ait  pour  ordre  un 
multiple  de  celui  de  G. 

Au  contraire,  si  G  est  composé,  soient  ?.,  p,  v,...  ses  facteurs  de  com- 
position :  la  résolution  de  F  [x]  =  o  se  ramènera  à  celle  d'équations 
auxiliaires  dont  les  groupes  seront  simples  et  auront  respectivement  pour 
ordres  X,  p,  v 

2°  Si  les  racines  a?i,...,  x,„  et  z^,...,  z-n  de  deur  équations  algébriques 
F[x)  =  o  et  f[z)  =  o  sont  liées  par  des  relations  algébriques  telles  que 
a-  (a?, , . . . ,  x,„ ,  Sj , . . . ,  Zn)  =  o ,  toutes  ces  relations  se  déduiront  d 'une  seule, 
de  la  forme 

^{x,,. ..,  x„)  =  x{Zt,..  .,  z„), 

où  les  racines  des  deux  équations  sont  séparées  (t|/  et  y^  désignant,  ainsi 
que  (]p,  des  fonctions  rationnelles). 

De  ces  propositions  on  déduit,  entre  autres  conséquences,  les  sui- 
vantes : 

3**  Pour  que  la  résolution  d'une  équation  F(x)  =  o  soit  facilitée  par 
celle  d'une  équation  à  groupe  simple  f[z)  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
racines  de  f{z)  soient  des  fondions  rationnelles  de  celles  de  F.^x]  ;  pro- 
position qui  renferme,  comme  cas  très-particulier,  un  théorème  cé- 
lèbre d'Abel  sur  la  résolution  algébrique  des  équations. 

4°  L'équation  générale  du  degré  n  ne  peut  être  résolue  au  moyen 
d'équations  de  degrés  inférieurs  {^saufle  cas  où  n  =  4)- 

M.  Jordan  montre  ensuite  (^  II)  que,  lorsqu'une  équation  contient 
des  paramètres  indéterminés,  il  existe  un  groupe  [groupe  de  mono- 
dromie)  tel,  que  toute  fonction  rationnelle  des  racines  et  des  para- 
mètres, monodrome  par  rapport  à  ces  paramètres,  soit  invariable  par 
les  substitutions  de  ce  groupe,  et  réciproquement.  Ce  groupe  H  est 
contenu  dans  le  groupe  de  l'équation  et  permutable  à  ses  substitu- 
tions. 

Les  Chapitres  II,  lïl  et  IV  renferment  de  nombreuses  applications 

II. 
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de  cette  théorie  aux  principales  équations  rencontrées  jusqu'à  ce 
jour  dans  les  diverses  branches  de  l'analyse.  L'auteur  y  étudie  suc- 
cessivement :  1°  les  équations  abéliennes,  dont  il  généralise  la  théo- 
rie^ 2°  les  équations  de  Galois  j  3°  celle  de  M.  Hesse,  dont  il  met  le 
groupe  sous  forme  linéaire,  et  dans  laquelle  il  montre  le  premier 
terme  d'une  nombreuse  famille  d'équations  étudiées  par  M,  Clebscli; 
4°  celle  des  i6  droites  des  surfaces  du  quatrième  degré  à  conique 
double,  dans  laquelle  il  trouve  également  un  cas  particulier  d'une 
famille  d'équations  de  degré  p^"*,  résolubles  à  l'aide  d'une  équation 
de  degré  q  et  de  ç  —  i  équations  abéliennes  de  degré  p  j  5"  celle  des 
i6  points  singuliers  de  la  surface  de  M.  Kummer,  qu'il  réduit  au 
sixième  degré  ;  6°  celle  des  2 y  droites  des  surfaces  du  troisième 
ordre,  qu'il  montre  n'être  susceptible  d'aucun  abaissement,  et  dont  il 
signale  le  lien  avec  l'équation  aux  i6  droites;  y^  celle  aux  28  dou- 
bles tangentes  des  courbes  du  quatrième  ordre,  qui  n'est  également 
susceptible  d'aucun  abaissement,  et  ses  analogues. 

Il  détermine  ensuite  le  groupe  des  équations  de  la  division  des 
fonctions  circulaires  et  elliptiques  -,  celui  des  équations  modulaires  -, 
celui  des  équations  de  la  division  des  fonctions  liyperelliptiqucs. 

Les  principaux  théorèmes  qu'il  établit  à  ce  sujet  sont  les  suivants  : 

1°  Les  équations  modulaires  relatives  à  des  transformations  de  degré  n 
premier  e/  >»  1 1  ne  sont  susceptibles  d'aucun  abaissement  de  degré.  (On 
sait,  au  contraire,  que  si  w^i  i,  l'équation  s'abaissera), 

2.°  Les  racines  de  l 'équation  qui  donne  la  bissection  des  périodes,  dans 
les  fonctions  elliptiques  ou  hyperelliptiques,  sont  des  fonctions  mono- 
dromes  des  modules. 

3*^  L'équation  de  degré  n-^  —  i ,  qui  donne  la  division  des  périodes  par 
un  nombre  premier  impair  n  dans  les  fonctions  à  ik  périodes,  a  pour 
groupe  le  groupe  abélien. 

4°  Cette  équation  n'est  pas  résoluble  par  radicaux,  proposition  que 
l'on  admettait  volontiers,  mais  sans  la  démontrer. 

5°  On  sait  que  cette  équation  a  une  réduite  de  degré •  Mais 

pour  les  fonctions  à  quatre  périodes^  il  existe  deux  réduites  distinctes  et 
de  ce  degré. 

Ce  fait  de  deux  réduites  difîercntes  d'une  môme  équation  ayant  le 
même  degré  n'avait  encore  été  signalé  qu'une  fois,  pour  l'équation 
générale  du  sixième  degré. 
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6°  Dans  le  cas  particulier  de  la  trisection  des  fonctions  à  quatre  pé- 
riodes, on  obtient  une  autre  réduite,  du  vingt-septième  degré,  identique 
à  V équation  qui  donne  les  37  droites  des  surfaces  du  troisième  ordre, 
résultat  inattendu,  qui  manifeste  une  fois  de  plus  l'intime  liaison 
qui  existe  entre  les  problèmes  de  la  Géométrie  et  la  théorie  des  fonc- 
tions abéliennes. 

7°  Cette  dernière  réduction  est  tout  exceptionnelle  et  cesse  d'avoir  lieu 
dès  que  Von  passe  au  cas  de  la  quintisection. 

L'auteur  termine  en  exposant  les  méthodes  de  INIM.  Hermite  et 
Kronecker  pour  résoudre  l'équation  du  cinquième  degré  par  les  fonc- 
tions elliptiques,  et  montre  que  les  équations  générales  de  la  division 
des  fonctions  circulaires,  elliptiques  ou  hyperelliptiques  par  un  nombre 
impair  ne  peuvent  être  d' aucun  secours  pour  la  résolution  des  équations 
d'un  degré  supérieur  au  cinquième.  Au  contraire,  dans  le  cas  de  la 
bissection,  on  obtient  ce  théorème  : 

La  résolution  de  V équation 

\z=:x'J  -h  axi-^  +  .  .  .  =  O 

se  ramène  à  celle  de  V équation  qui  donne  la  bissection  des  périodes  des 
fonctions  hyperelliptiques  formées  avec  y/X-, 

Proposition  digne  de  remarque,  car  elle  réduit  toute  la  théorie  des 
substitutions  au  cas  particulier  des  substitutions  abéliennes. 

Plusieurs  des  résultats  que  nous  venons  d'énumérer  ont  attiré 
l'attention  de  divers  géomètres,  qui  les  ont  démontrés  par  d'autres 
méthodes.  Ainsi  M.  Clebsch  et  M.  Cremona  ont  retrouvé  l'abaisse- 
ment de  l'équation  de  la  trisection  des  fonctions  abéliennes,  et  sa 
liaison  avec  l'équation  aux  27  droites  ;  M.  Klein  l'abaissement  de 
l'équation  de  M.  Kummer-,  M.  Geiser  le  lien  entre  l'équation  aux 
27  droites  et  l'équation  aux  16  droites  5  M.  Brioschi  a  exprimé  sous 
forme  rationnelle  les  racines  de  l'équation  de  la  bissection  des  pé- 
riodes, etc. 

Nous  ferons  pourtant  remarquer  qu'aucune  des  propositions  pure- 
ment négatives,  telles  que  l'impossibilité  d'abaisser  l'équation  aux 
27  droites  ou  aux  28  doubles  tangentes,  ou  les  équations  modulaires 
lorsque  w  ^  1 1 ,  ou  encore  l'impossibilité  de  résoudre  l'équation  géné- 
rale du  degré  n  par  le  moyen  d'équations  de  degré  inférieur,  ou  des 
équations  de  la  division  des  transcendantes  par  un  nombre  impair, 
n'a  été  retrouvée  jusqu'à  présent.  Cela  ne  doit  pas  surprendre^  car 
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on  ne  voit  guère  comment  on  pourrait  arriver  à  des  résultats  de  cette 
nature  sans  recourir  à  la  théorie  des  substitutions. 

Seconde  PapiTie.  —  Le  Livre  IV  et  dernier  est  rempli  en  entier  par 
la  solution  du  problème  principal  de  la  tliéorie  des  équations,  celui  de 
leur  résolution  par  radicaux.  Abcl  ayant  démontré  qu'une  sendbable 
résolution  est  impossible  en  général,  ce  problème  doit  être  énoncé 
ainsi  :  Trouver  tous  les  types  généraux d' équations  solublespar  radicaux. 

Galois  a  signalé,,  le  premier,  le  caractère  distinctif  de  ces  équations  ^ 
néanmoins  la  question  était  encore  loin  d'être  résolue,  car  le  crité- 
rium trouvé  par  ce  grand  géomètre  et  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Les 
équations  solubles  par  radicaux  sont  celles  dont  le  groupe  n'a  que  des 
nombres  premiers  pour  facteurs  de  composition,  se  prête  difficilement  à 
la  construction  des  groupes  cliercliés. 

M.  Jordan  remplace  ce  critérium  par  le  suivant,  qui  lui  est  équiva- 
lent, bien  c[u'il  semble,  au  premier  abord,  caractériser  une  classe 
plus  restreinte  d'équations  : 

Pour  qu'un  groupe  L  soit  résoluble  [c'est-à-dire  appartienne  à  une 
équation  solublepar  radicaux),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  déterminer 
une  suite  de  groupes  i,  F,  G,  H,. . . ,  L  dont  le  premier  ne  contienne 
d'autre  substitution  que  Vunité,  et  qui  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

\°  Chacun  de  ces  groupes,  tel  que  F,  est  contenu  dans  le  suivant  G,  et 
permutable  aux  substitutions  de  L  ; 

2°  Deux  substitutions  quelconques  dfe  G,  telles  que  g,  ;/,,  satisfont  à 
une  relation  de  la  forme  gg^  =  OiOfi  où /est  une  substitution  du  groupe 
précédent  F. 

On  voit  immédiatement  la  marche  à  suivre  pour  la  construction 
des  groupes  cherchés.  On  formera  successivement  les  groupes  par- 
tiels F,  G,. ...  A  mesure  que  Von  avancera  dans  cette  opération,  le  champ 
des  recherches  se  rétrécira,  les  substitutions  de  L  devant  être  permu- 
tables à  chacun  des  groupes  partiels  déjà  construits.  Cette  simplijica- 
tion  n'aurait  pas  lieu,  si  l'on  voulait  employer  le  critérium  de  Galois 
sous  sa  forme  primitive. 

On  devra,  d'ailleurs,  dans  la  recherche  des  groupes  résolubles,  se 
borner  à  déterminer  ceux  qui  sont  les  plus  généraux;  car  les  groupes 
plus  particuliers  contenus  dans  ceux-là  correspondraient  à  des  types 
particuliers  d'équations  résolubles,  et  non  aux  types  les  plus  géné- 
raux auxquels  on  doit  s'attacher. 
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En  suivant  la  marclie  qui  vient  d'être  indiquée,  M.  Jordan  s'est 
trouvé  conduit  à  considérer  simultanément  les  trois  problèmes  sui- 
vants : 

Problème  A.  Construire  tous  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux. 

Problème  B.  Construire  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux  parmi 
ceux  qui  sont  contenus  dans  le  groupe  linéaire. 

Problème. C.  Construire  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux 
parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  groupe  abélien.,  ou  dans  l'un  des 
deux  groupes  hypoabéliens. 

La  liaison  nécessaire  des  trois  problèmes  résulte  des  propositions 
suivantes  : 

1°  Les  groupes  résolubles  les  plus  généraux  de  degré  m,  dont  la  déter- 
mination constitue  le  problème  A,  se  partagent  en  classes^  correspondantes 
aux  diverses  décompositions  du  nombre  m  en  facteurs  successifs  dont  cha- 
cun soit  une  puissance  d'un  nombre  premier.  Soit  m  =p"p'"'...  une  de 
ces  décompositions.  Pour  écrire  immédiatement  les  groupes  correspon- 
dants, il  suffira  de  connaître  les  groupes  les  plus  généraux  respectivement 
contenus  dans  les  groupes  linéaires  de  degrés  p'\  p'"',...  [problème  B). 

2°  Pour  construire  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux  contenus 
dans  le  groupe  linéaire  de  degré p"  [problème  B) ,  on  posera  n  =  XyTiV"'. . . , 
7r,  7i', . . .  étant  des  nombres  premiers  qui  divisent  p' —  i .  A  chaque  décom- 
position de  cette  espèce  correspond  une  classe  de  solutions.  Chacune 
d'elles  pourra  se  construire  sans  difficulté,  si  Von  connaît  les  groupes 
résolubles  les  plus  généraux  pour  le  degré  1  (  problème  A),  et  les  groupes 
résolubles  les  plus  généraux  contenus  dans  les  groupes  abéliens  [ou  dans 
les  groupes  hypoabéliens)  de  degrés  t:^',  tt'-"',...  [problème  C). 

3°  Pour  construire  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux  contenus 
dans  le  groupe  abélien  [dans  l'un  des  groupes  hypoabéliens)  de  degré  jj'" 
[problème  C),  on  posera  de  même  n  =  l-jn^rJ"' ...,  tt,  tt',..,  étant  des  di- 
viseurs de  p'±i  ;  et  Von  résoudra  le  problème  A  pour  le  degré  ^,  le 
problème  C  pour  les  degrés  tt-',  7:'-"', .... 

Ainsi  les  trois  problèmes  A,  B,  C  sont  liés  de  telle  sorte  que  la  so- 
lution de  chacun  d'eux,  pour  un  degré  donné,  se  ramène  à  celle  des 
mêmes  problèmes  pour  des  degrés  inférieurs.  On  pourra  donc  les 
résoudre  pour  un  degré  quelconque  en  abaissant  progressivement  ce 
degré  par  des  réductions  successives,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  assez  petit 
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pour  que  la  solution  devienne  intuitive.  L'abaissement  est  extrême- 
ment rapide  j  ainsi  sept  à  liuit  réductions  au  plus  suffiront  pour 
tout   nombre  ayant  moins  de    i  oooooooooooo   de  chiffres. 

On  voit,  néanmoins,  par  ce  qui  précède,  qu'il  est  impossible  d'enfer- 
mer dans  une  formule  tous  les  types  généraux  de  groupes  résolubles. 
Le  nombre  de  ces  types  va  grandissant  indéfiniment  à  mesure  que  le 
degré  s'élève. 

On  remarquera  enfin  l'intervention  du  groupe  abélien  dans  la  so- 
lution, et  le  singulier  rapprochement  établi  par  là  entre  le  problème 
actuel  et  la  théorie  des  transcendantes. 

La  méthode  dont  nous  venons  d'esquisser  les  principaux  traits  se 
trouve  complètement  établie  par  M.  Jordan  dans  les  quatre  premiers 
Chapitres  du  Livre  IV  de  son  Traité,  et  résumée  dans  le  cinquième, 
avec  plus  de  précision  que  nous  n'avons  pu  le  faire  ici.  Les  Cha- 
pitres VI  et  VU  sont  consacrés  à  l'examen  d'une  dernière  question, 
la  plus  épineuse  de  tout  l'Ouvrage,  et  dont  nous  allons  dire  quelques 
mots. 

La  méthode  de  solution  des  problèmes  A,  B,  C  exposée  dans  les 
précédents  Chapitres  fournit  tous  les  groupes  que  l'on  cherche,  et  ne 
fournit  que  des  groupes  résolulales  (  contenus  dans  le  groupe  linéaire 
s'il  s'agit  du  problème  B,  dans  les  groupes  abéliens  ou  hypoabéliens 
s'il  s'agit  du  problème  C).  Mais  il  n'est  pas  prouvé  que  tous  les 
groupes  obtenus  soient  généraux  et  distincts.  Il  peut  donc  y  avoir 
des  groupes  à  rejeter,  soit  comme  non  généraux,  soit  comme  faisant 
double  emploi.  C'est,  en  effet,  ce  qui  se  présente.  En  soumettant 
cette  question  à  un  examen  approfondi,  M.  Jordan  est  parvenu  à 
dresser  le  tableau  complet  de  ces  cas  d'exclusion.  (Observations  de  la 
fin  du  Chapitre  V .) 

Après  avoir  montré  la  nécessité  de  ces  exclusions  dans  le  Cha- 
pitre VI,  il  établit,  dans  le  Chapitre  VII,  que,  lorsqu'on  a  eu  le  soin 
de  les  faire,  sa  méthode  ne  fournit  que  des  groupes  essentiellement  géné- 
raux et  distincts,  quel  que  soit  celui  des  trois  problèmes  A,  B,  C 
qu'il  s'agisse  de  résoudre.  Il  a  pour  cela  à  démontrer  trois  théo- 
rèmes A,  B,  C  qu'il  établit  en  prouvant  que,  si  quelqu'un  d'eux  était 
faux  pour  les  groupes  d'un  certain  degré,  1  un  au  moins  d'entre  eux 
serait  faux  pour  des  groupes  d'un  degré  moindre  (  ^  ) .  Cette  démons- 

(')  Ce  procédé  de  démonstration  est,  comme  on  le  voit,  analogue  à  celui  par  lequel 
Fermât  a  établi  l'impossibilité  de  l'équation  x'-hr^  =  z\ 
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tration  repose  sur  certaines  inégalités  numériques,  vraies  en  géné- 
ral, mais  qui  peuvent  devenir  inexactes  pour  certains  nombres  très- 
petits.  De  là  naissent  les  cas  d'exclusion. 

Les  groupes  restants  étant  actuellement  tous  généraux  et  distincts, 
leur  énumération  devient  facile.  Quant  à  leur  classification,  elle  ré- 
sulte immédiatement  de  ce  qui  a  été  dit.  En  effet,  les  groupes  réso- 
lubles et  généraux  de  degré  m  étant  partagés  en  classes,  comme  nous 
l'avons  indiqué,  on  pourra  répartir  les  groupes  de  chacune  d'elles 
en  sous-classes,  suivant  la  classe  à  laquelle  appartiennent  les  groupes 
de  degrés  p", /)'"', ...,  qui  servent  à  les  construire-,  etc.... 

Le  problème  de  la  résolution  des  équations  par  radicaux  est  donc  en- 
iièrement  résolu. 

Telle  est  l'analyse  des  principales  questions  résolues  par  M.  Jor- 
dan. Cette  anah  se  nous  a  été  rendue  facile  par  les  développements 
qu'a  donnés  l'auteur  dans  différents  recueils.  Les  travaux  qui  pré- 
cèdent viennent  au  moment  favorable  ;  car  les  progrès  de  la  Géomé- 
trie analytique  ont  permis,  comme  on  l'a  vu,  à  IM.  Jordan,  de  donner 
des  applications  qui  ajoutent  un  grand  intérêt  et  un  nouvel  attrait  à 
la  théorie  si  difficile  des  substitutions.  J.  H. 


BPlUJNNOW  (F.).  —  TnAiTÉ  d'Astronomie  sphériq^e  et  pratique, 
édition  française  de  MM.  Lucas  et  André.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1869- 1872;  2  volumes  in-8^,  avec  figures  dans  le  texte. 
Prix:  20  francs. 

Chaque  vohime  se  vend  séparément  : 

astronomie  spliérique,  1869.  In-8°,  xxiv-5i8  p 10  fr. 

Astronomie  pratique,  1872.  In-8°,  xvi-544  P 10  fr. 

Ce  Traité  est  divisé  en  deux  volumes,  Astronomie  sphérique  et 
Astronomie  pratique,  dont  chacun  forme,  pour  ainsi  dire,  un  ouvrage 
séparé. 

Le  premier  volume.  Astronomie  sphérique,  rédigé  par  MM.  Lucas 
et  André,  est  depuis  longtemps  entre  les  mains  du  public  5  nous 
croyons  donc  inutile  d'entrer  à  son  égard  dans  de  longs  détails. 
Disons  seulement  que  l'on  y  trouve  les  différentes  formules  d'in- 
terpolation, un  exposé  élémentaire  de  la  théorie  des  moindres 
carrés,  ainsi  que  la  solution  de  tous  les  problèmes  relatifs  au  mou- 
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veinent  diurne.  Vient  ensuite  une  étude  complète  de  la  réfraction 
astronomique  et  de  l'aberration  diurne  ou  planétaire^  puis  les  for- 
mules de  réduction  des  positions  moyennes  des  étoiles  au  lieu  appa- 
rent, et  vice  versa,  et  enfin  la  détermination  des  grands  cercles  fixes 
de  la  sphère  céleste  par  rapport  à  l'horizon  d'un  lieu  et  par  consé- 
quent la  mesure  des  latitudes  et  des  longitudes  géographiques.  Ce 
volume  se  termine  par  l'étude  de  la  figure  et  des  dimensions  de  la 
Terre  et  par  la  détermination  des  parallaxes  horizontales  des  étoiles. 

U Astronomie  pratique  a  été  rédigée  par  M.  x4ndré,  d'après  le 
septième  Chapitre  de  l'ouvrage  allemand  -,  mais  on  a  fait  au  texte  pri- 
mitif de  nombreuses  additions  et  modifications,  destinés  surtout  à 
faire  connaître  les  procédés  employés  à  l'Observatoire  de  Paris.  Ce 
volume  comprend  deux  grandes  divisions  :  i''  l'étude  des  instruments 
d'un  usage  général  et  celle  des  erreurs  communes  à  tous  les  appa- 
reils d'Astronomie  ou  de  Géodésie  5  2^  l'examen  particulier  de  chaque 
instrument. 

Nous  analyserons  successivment  ces  deux  Parties. 

La  première  débute  par  un  exposé  de  la  construction  et  de  l'usage 
du  niveau  à  bulle  d'air.  Cet  appareil,  d'un  emploi  constant  en  Astro- 
mie  et  en  Physique,  est  l'objet  d'un  long  Chapitre  où  abondent  les 
faits  curieux  sur  son  mode  de  construction,  son  ajustement,  sa  gra- 
duation et  ses  usages  multiples. 

Le  procédé  pratique  de  division  d'un  cercle,  la  détermination  des 
erreurs  que  présente  une  semblable  graduation,  erreurs  dont  il  im- 
porte essentiellement  de  tenir  compte  si  l'on  veut  faire  une  mesure  an- 
gulaire précise,  font  l'objet  d'un  Chapitre  également  très-important. 

Dans  le  paragraphe  relatif  à  la  flexion  est  décrite  la  méthode 
curieuse  de  M.  Martli  pour  la  détermination  de  la  flexion  en  ascen- 
sion droite  d'une  lunette  astronomique. 

Viennent  ensuite  l'examen  des  erreurs  d'une  vis  micrométrique  et 
leur  détermination  soit  par  des  procédés  physiques,  soit  par  la  mé- 
thode astronomique  de  M.  Yvon  Villarceau,  qui  permet  de  les  dé- 
duire des  observations  en  ascension  droite  de  la  polaire. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  l'altazlmut,  au  théodolite,  et  à 
l'instrument  des  hauteurs 5  il  renferme  une  comparaison  raisonnée 
de  la  méthode  de  la  répétition  des  angles  et  de  la  méthode  de  la 
réitération,  ainsi  qu'une  description  succincte  du  théodolite  à  réflexion 
de  M.  d'Abbadie. 
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Nous  arrivons  maintenant  aux  véritables  instruments  d'Astrono- 
mie, à  ceux  que  l'on  ne  trouve  que  dans  les  observatoires. 

Le  Chapitre  IV  est,  en  effet,  consacré  à  une  théorie  complète  de 
l'équatorial  considéré  comme  devant  servir  à  donner  les  positions 
absolues  des  astres.  Struve  et  M.  Yvon  Villarceau  ont  successive- 
ment étudié  l'équatorial  à  ce  point  de  vue  et  nous  ont  donné  d'élé- 
gantes méthodes  de  réduction  pour  les  observations  faites  dans  ce  cas. 
Cet  exposé  n'a  probablement  été  conservé  par  l'auteur  que  pour  se 
soumettre  aux  idées,  encore  généralement  admises  en  Allemagne,  sur 
la  valeur  de  l'équatorial,  comme  appareil  de  mesures  absolues.  En 
effet,  tout  instrument  a  sa  fonction  spéciale,  et  l'équatorial,  quelque 
soit  son  mode  de  construction,  doit,  selon  nous,  n'être  utilisé  que 
pour  des  mesures  comparatives  d'astres  très-voisins  \  c'est,  d'ailleurs, 
ce  que  l'auteur  a  indiqué,  trop  timidement  peut-être,  lorsque,  reve- 
nant aux  vrais  principes,  il  indique  l'emploi  que  l'on  doit  faire 
comme  appareil  micrométrique  d'un  équatorial  mobile  autour  de  son 
axe  polaire  avec  une  vitesse  égale  à  celle  du  mouvement  diurne. 

Le  Chapitre  \  est  consacré  à  la  description  des  instruments  méri- 
diens, lunette  méridienne  et  cercle  méridien.  Il  renferme  la  démon- 
stration analytique  et  géométrique  des  formules  relatives  à  la  réduc- 
tion des  observations  de  passage,  une  étude  détaillée  de  l'influence 
des  différentes  erreurs  instrumentales  et  de  leur  détermination  ^  le 
paragraphe  relatif  à  l'observation  et  à  la  réduction  des  observations 
des  circumpolaires  est  rédigé  avec  un  soin  minutieux.  Cet  article  se 
termine  par  une  Note  intéressante  de  JM.  Tisserand  sur  la  comparai- 
son des  dillerents  procédés  de  calcul  que  l'on  peut  employer  pour 
rechercher  la  solution  la  plus  probable  d'un  grand  nombre  d'équa- 
tions du  premier  degré  à  une  inconnue. 

Dans  la  section  relative  au  cercle  méridien,  on  a  décrit  en  détail 
l'instrument  de  passages  et  de  hauteurs  construit  par  M.  Eichens  pour 
l'Observatoire  de  Lima.  Le  lecteur  y  trouvera  aussi  une  démonstra- 
tion géométrique  et  une  discussion  approfondie  de  la  formule  com- 
plète de  réduction  des  observations  de  déclinaison.  \  ient  ensuite  la 
déterniination  des  différentes  erreurs  auxquelles  sont  soumises  ces 
observations , 

Ce  môme  Chapitre  V  contient  encore  une  étude  complète  de  l'in- 
strument des  passages  dans  le  premier  vertical  employé  par  Struve, 
pour  déterminer  les  variations  qu'éprouvent  les  distances  zénithales 
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des  étoiles  passant  au  méridien  près  du  zénith,  variations  d'où  se  dé- 
duit la  valeur  de  la  constante  de  l'aberration.  Nous  savons  gré  à 
l'auteur  d'avoir  insisté  longuement  sur  cet  instrument,  peut-être  trop 
négligé  en  France,  et  dont  Struve  a  su  tirer  un  si  grand  parti. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  à  la  description  de  la  lunette  bri- 
sée, autrefois  fort  employée  en  Allemagne,  et  du  sidérostat  dont  la 
construction  est  le  dernier  des  travaux  de  Léon  Foucault. 

Le  Chapitre  Vil  est  plus  spécialement  destiné  aux  marins.  Le  sex- 
tant y  est  décrit  avec  le  plus  grand  soin  et  les  erreurs  auxquelles  sont 
sujettes  les  observations  faites  avec  cet  instrument  sont  étudiées 
attentivement.  Nous  avons  remarqué  les  méthodes  géométriques, 
empruntées  à  Struve,  qui  conduisent  au  calcul  de  l'importance  de 
ces  erreurs. 

Dans  le  Chapitre  VIII  l'auteur  étudie  les  diûérents  micromètres 
employés  en  Astronomie  :  micromètre  filaire,  micromètre  annulaire, 
héliomètre,  micromètre  à  double  image  d'Airy.  On  y  compare  les 
valeurs  relatives  de  ces  différents  instruments  et  l'on  indique  dans 
quels  cas  spéciaux  chacun  d'eux  doit  particulièrement  servir. 

Le  dernier  Chapitre  de  Y  Astronomie  pratique  est  consacré  aux  cor- 
rections que  la  réfraction,  la  parallaxe,  l'aberration,  la  précession  et 
la  nutation  introduisent  dans  les  mesures  micrométriques. 

Des  Tables  numériques  fort  utiles  à  ceux  qui,  en  dehors  d'un 
observatoire,  ont  à  s'occuper  d'Astronomie,  et  des  Notes  intéressantes 
ont  été  ajoutées  à  cette  partie  didactique.  Nous  ne  voulons  pas  entrer 
dans  l'analyse  de  ces  Tables  et  de  ces  Notes,  important  appendice  de 
l'Ouvrage  \  nous  nous  bornerons  à  signaler  d'une  manière  spéciale  les 
pages  dans  lesquelles  M.  Wolf  traite  de  l'équation  personnelle,  sujet 
d'un  de  ses  plus  beaux  travaux,  et  la  Note  relative  à  la  parallaxe  du 
Soleil  qui  réalise  la  promesse  faite  par  l'auteur  à  la  fin  du  premier 
volume. 

Les  deux  volumes,  Astronomie  sphérique  et  Astronomie  pratique, 
forment,  comme  on  le  voit,  un  ouvrage  complet  et  comblent  une 
lacune  regrettable  de  la  série  de  nos  ouvrages  classiques.  Les  traités 
de  MM.  Dubois  et  Liais,  quoique  remarquables  à  bien  des  égards, 
sont  insuffisants  au  point  de  vue  pratique-,  aussi  les  deux  volumes 
dont  nous  venons  de  faire  une  brève  analyse,  et  que  la  maison 
Gauthier- Villars  a  imprimés  avec  la  perfection  qui  lui  est  propre, 
rendront-ils  d'utiles  services  aux  astronomes,  aux  ingénieurs  et  aux 
marins.  G.    Rayet. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE    ANNALEN,    publiées  par  MM.   Clebsch  et 
JNeumann  ('). 
T.  n,  1870.  !'=••  Cahier. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  les  complexes  de  Plûcker.  (8p.) 
Soient  a?i,  x^^  a?3,  x,,  et  t/i,  t/2,  1/3,  t/4  les  coordonnées  de  deux 
points  ;  les  coordonnées  de  la  droite  qui  les  joint  sont  données  par 
six  déterminants  Xit//,  —  y,  a?^  formés  avec  les  x  et  les  y  5  l'équation 
d'un  complexe  est  une  fonction  homogène  de  ces  quantités.  INIais 
entre  celles-ci  a  lieu  une  équation  identique  du  second  degré,  au 
moyen  de  laquelle  on  peut  changer  l'équation  d'un  complexe,  sans 
que  ce  complexe  lui-même  change.  Dans  le  présent  Mémoire,  l'au- 
teur fait  voir  qu'il  y  a  toujours  une  seule  manière  de  modifier  l'équa- 
tion du  complexe  d'ordre  n(^  i)  de  telle  façon  qu'entre  les  coeffi- 
cients de  cette  équation  il  y  ait  les  mêmes  relations  linéaires  qu'entre 
ceux  de  l'expression  symbolique  (a,,by.  —  b^Oy)".  Cette  forme  nor- 
male, très-commode  dans  certaines  recherches,  est  appliquée  aux 
complexes  du  second  degré, 

Okatow  (M.).  —  Sur  V équilibre  d'un  fd  -pesant,  dont  l'axe  forme 
une  hélice.  (4  P-) 

La  forme  et  l'état  intérieur  du  fil  sont  déterminés  conformément  à 
la  théorie  des  tiges  très-minces  de  Kirchhoff. 

KoBKiNE  (A.).  —  Sur  les  intégrales  des  équations  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  (28  p.  ^  fr.) 

L'auteur  donne  une  étude  complète  de  la  question  relative  à  l'en- 
semble des  problèmes  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface,  qui 
admettent  deux  intégrales  premières  données.  Il  fait  voir  que  ces 
intégrales  et  les  forces  agissantes  se  composent  au  moyen  de  certaines 
équations  aux  dérivées  partielles.  Ces  dernières  sont  résolues  dans 
le  cas  où  les  forces  ne  dépendent  que  des  coordonnées  du  point. 

KoRNDORFEu  (G.).  —  Représentation  d'une  sur  face  du  quatrième  de- 
gré ayant  une  ligne  double  du  second  degré  et  un  ou  plusieurs  points 
singuliers.  (24  p.) 

*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  I24' 
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Ce  Mémoire,  comme  celui  du  même  auteur  (T.  I  des  Annalen)^ 
traite  de  quelques  cas  particuliers  assez  étendus  des  surfaces  du  qua- 
trième ordre,  à  ligne  double  du  second  degré,  dont  M.  Clebsch  a 
donné  la  représentation  pour  le  cas  général,  dans  le  T.  69  du  Journal 
de  Borchardt.  Les  cas  étudiés  sont  ceux  où  la  surface  a,  en  outre, 
deux,  trois  ou  quatre  points  singuliers,  mais  où  la  ligne  double  n'est 
pas  spécialisée. 

GiJssFELDT  (P.)~.  —  Sur  les  courbes  quiontunpôle  harmonique  et  une 
droite  harmonique .  (63  p.) 

Steiner  a  donné,  dans  le  àl"  volume  du  Journal  de  Crelle,  une 
longue  suite  de  propositions  relatives  en  partie  aux  courbes  al- 
gébriques à  un  centre,  en  partie  à  l'emploi  de  ces  courbes  dans  la 
théorie  des  courbes  en  général,  et  eu  particulier  de  celles  du  troi- 
sième, du  quatrième  et  du  cinquième  degré.  M.  Gûssfeldt  ayant 
entrepris  de  démontrer  ces  propositions,  en  tant  du  moins  qu'elles 
sont  nécessaires  pour  l'application  aux  courbes  du  troisième  ordre, 
fait  usage  d'une  méthode  où  sont  mélangées  les  considérations  pure- 
ment géométriques  avec  les  applications  de  la  théorie  des  invariants 
et  un  emploi  remarquable  de  la  méthode  de  la  notation  symbolique. 
Pour  rendre  ces  applications  possibles,  la  condition  du  centre  d'une 
courbe  est  généralisée  projectivement,  et  remplacée  par  la  suivante  : 
il  existe  un  point  M  et  une  droite  G,  tels  que  tout  rayon  mené  par 
M  coupe  la  courbe  en  deux  points  qui  forment  avec  M  et  l'intersec- 
tion des  rayons  avec  G,  pris  comme  points  conjugués,  un  système 
harmonique.  ]M  est  alors  le  pôle  harmonique  et  G  la  droite  harmo- 
nique. 

Le  travail  se  compose  de  trois  Parties.  Dans  la  première,  l'auteur 
s'occupe  du  nombre  des  conditions  auxquelles  sont  assujettis  les 
coeflicients  d'une  courbe  douée  d'un  pôle  harmonique  M  et  d'une 
droite  harmonique  G,  de  la  polaire  du  point  M,  des  singularités  d'une 
telle  courbe,  et  de  l'intersection  de  deux  courbes  qui  ont  le  même 
point  M  et  la  même  droite  G.  Enfin,  il  étudie  le  faisceau  des  pre- 
mières polaires  correspondantes  aux  points  de  G,  et  fait  voir  que 
2  71  —  1  courbes  de  ce  faisceau  ont  un  point  double  sur  G. 

La  seconde  Partie  du  travail  établit  l'équation  de  la  courbe  dési- 
gnée par  Steiner  sous  le  nom  de  polaire  interne.  Cette  courbe  passe 

par  les  — couples  de  points  d'une  courbe  générale  du  n'""'* 
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degré  qui  sont  conjugués  par  rapport  à  un  point  M  et  à  une  droite  G 
clioisis  à  volonté.  Elle  est  du  (n  —  j^'eme  op^^e^  qi  ^es  couples  de  points 
forment  son  intersection  complète  avec  la  coui'be  donnée.  Les  coef- 
ficients de  l'équation  de  cette  courbe  sont,  comme  ceux  de  la  polaire 
ordinaire  (externe),  linéaires  par  rapport  aux  coefficients  de  la 
courbe  donnée,  de  sorte  qu'à  un  faisceau  de  courbes  correspond  aussi 
un  faisceau  de  polaires  iutei'ues.  A  cela  se  rattaclie  la  démonstration 
des  plus  importantes  propositions  données  par  Steiner  sur  ces  courbes. 

La  troisième  Partie  est  la  partie  principale  du  Mémoire,  et  con- 
tient la  démonstration  de  presque  tous  les  remarquables  théorèmes 
que  Steiner  a  déduits  de  ces  considérations  relativement  aux  courbes 
du  troisième  ordre  (§  i5  du  Mémoire  de  Steiner).  Les  courbes  du 
troisième  ordre  ont  encore,  en  général,  la  pr.opriété  d'admettre  un 
point  M  et  une  droite  G,  et  ceux-ci  peuvent  être  choisis  de  neuf  ma- 
nières différentes  ^  on  peut  prendre  pour  M  chacun  des  points  d'in- 
flexion, et  pour  G  la  droite  harmonique  correspondante,  qui  joint  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  point 
d'inflexion.  Si  l'on  considère,  d'autre  part,  la  courbe  par  rapport  à 
un  point  M  et  à  une  droite  G  choisis  à  volonté,  la  polaire  interne  de 
M  sera  une  conique.  La  droite  G  restant  fixe,  il  y  a  une  conique  par- 
ticulière 9  =  0,  sur  laquelle  IM  doit  être  situé,  pour  que  la  polaire 
interne  se  diécompose  en  deux.  Les  droites  dans  lesquelles  elle  se  dé- 
compose enveloppent  une  courbe  de  sixième  classe  Si  =  o.  De  plus, 
les  points  de  G  jouissent  encore  eux-mêmes  de  cette  propriété,  que 
leur  polaire  interne  se  décompose  en  deux,  et  les  droites  dans  les- 
quelles elle  se  décompose  enveloppent  une  seconde  courbe  de  sixième 
classe  Fi  =  o. 

A  ces  courbes  s'en  joignent  encore  quelques  autres,  moins  faciles 
à  définir,  dont  la  classe,  l'ordre  et  les  relations  mutuelles  sont  dis- 
cutés. Ces  courbes  sont  d'un  haut  intérêt,  tant  au  point  de  vue  géo- 
métrique qu'à  celui  de  l'algèbre  nouvelle.  Comme  elles  contiennent 
les  coordonnées  d'une  droite  fixe,  leurs  équations  sont  des  contreva- 
riants  {Zwischenformen) ^  dans  le  sens  employé  par  M.  Aronhold, 
lorsqu'elles  interviennent  comme  exprimées  en  coordonnées  ponc- 
tuelles; en  coordonnées  tangentielles,  ce  sont  des  formes  adjointes  à 
deux  séries  de  coordonnées  tangentielles.  Ainsi  0  =  o  est  exactement 
la  forme  ainsi  désignée  par  M.  Aronhold  dans  le  tome  55  du  Journal  de 
Crelle.  Soit  F  =  o  l'équation  de  la  courbe  du  troisième  ordre  en  coor- 
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données  tangentiellcs,  a  ah  un  coefficient  de  son  équation  en  coordon- 
nées ponctuelles,  et  soient  yj,  yj,  y^  les  coordonnées  de  Gj  alors 
Sj  =  o  prend  la  forme  remarquable 

V   ^F 

Drach  (v.).  —  Sur  la  théorie  de  la  droite  dans  V espace  et  des  com- 
plexes linéaires.  (12  p.) 

Ce  Mémoire  traite  des  complexes  plûckériens  du  premier  degré, 
en  vue  de  quelques  relations  métriques  qui  s'y  rencontrent, 

AVebeb.  (H.).  —  Sur  un  problème  de  représentation  conforme.  (3  p.) 
Ce  problème,  résolu  avec  une  remarquable  simplicité,  est  celui  de 
la  représentation,  avec  similitude  dans  les  éléments  infinitésimaux, 
de  la  surface  de  la  lemniscate  sur  un  cercle,  en  faisant  correspondre 
au  centre  du  cercle,  tantôt  le  centre  de  la  lemniscate,  tantôt  un  de 
ses  foyers. 

Mayer  (A.). —  Le  théorème  du  Calcul  des  variations  qui  corres- 
pond au  principe  de  la  moindre  action.  (7  p.) 

Les  problèmes  du  Calcul  des  variations  où  l'on  n'a  à  considérer 
que  des  intégrales  simples  peuvent  toujours  se  ramener  au  cas  où, 
sous  le  signe  d'intégration  aussi  bien  que  dans  les  équations  de  condi- 
tion, il  n'entre  que  les  premières  dérivées  des  fonctions  cherchées.  Si 
en  môme  temps  la  variable  indépendante  elle-même  ne  se  présente 
nulle  part  explicitement,  et  que  les  équations  de  condition  ne  con- 
tiennent pas  les  dérivées,  on  voit  alors  que  les  équations  différen- 
tielles du  problème  admettent  une  intégrale  analogue  à  celle  du  prin- 
cipe des  forces  vives.  Si,  à  l'aide  de  cette  intégrale,  on  élimine  de 
partout  la  difïérentielle  elle-même  de  la  variable  indépendante,  les 
équations  différentielles  du  problème  se  trouvent  encore  des  équa- 
tions isopérimétriques  5  mais  elles  se  rapportent  à  un  autre  pro- 
blème, dans  lequel  une  des  anciennes  fonctions  inconnues  joue 
maintenant  le  rôle  de  variable  indépendante.  En  appliquant  ces  con- 
sidérations à  la  Mécanique,  on  est  conduit  par  l'intégrale /(T  -H  U)  dt, 
au  principe  de  la  moindre  action. 

Si  les  équations  de  condition  contiennent  aussi  les  dérivées,  l'inté- 
grale en  question  n'existe  plus;  mais  on  peut  alors  employer  une 
des  équations  de  condition  pour  éliminer  la  différentielle  de  la  va- 
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fiable  indépendante  ;  les  équations  du  problème  conservent  ainsi  leur 
caractère  isopérimétrique,  et  correspondent  encore,  après  l'élimina- 
tion, à  un  problème  dans  lequel  une  des  anciennes  fonctions  incon- 
nues joue  le  rôle  de  variable  indépendante. 

LiNDELÔF  (L.).  —  Propriétés  générales  des  polyèdres  qui,  sous  une 
étendue  superficielle  donnée,  renferment  le  plus  grand  volume  (10  p.  -,  fr.) 

L'auteur  coraaience  par  donner  une  démonstration  élégante  de 
cette  proposition,  que,  parmi  tous  les  polyèdres  entièrement  convexes 
dont  la  direction  des  faces  est  donnée,  celui  qui  a  le  plus  grand  vo- 
lume, entre  tous  ceux  de  surface  donnée,  est  circonscrit  à  une  splièrc. 
A  cette  proposition  se  rattache  la  démonstration  du  théorème  énoncé 
par  Steiner,  que,  si  l'on  fait  varier  aussi  la  direction  des  faces,  le 
polyèdre  de  volume  maximum  sous  une  surface  donnée  a  pour 
points  de  contact  avec  la  sphère  inscrite  les  centres  de  gravité  de  ses- 
faces. 

LiNDELOF  (L.).  —  Sur  les  limites  entre  lesquelles  la  caténoïde  est 
une  surface  minima.  (7  p.  ;  fr.) 

L'auteur  établit  d'une  manière  élémentaire  les  limites  entre  les- 
cpiclles  la  chainette,  par  sa  révolution  autour  de  sa  directrice,  en- 
gendre une  surlace  minimum  (').  On  obtient  ces  limites,  lorsque  les 
tangentes  menées  aux  extrémités  de  l'arc  générateur  se  coupent  sur 
la  directrice. 

Radau  (K.)-  —  Les  équations  différentielles  de  la  Dynamique.  (i5  p.) 
L'auteur  traite  des  avantages  qui  peuvent  résulter  des  théories  de 

Hamilton,  de  Jacobi,  de  Bertrand,  dans  l'étude  du  mouvement  des 

planètes  et  dans  le  problème  des  trois  corps. 

Neumann  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  Véther  dans  les  cristaux. 

(5p.) 

Note  sur  le  Mémoire  publié  par  l'auteur.  [Math.  Aww.,  T.  L)  (''  ). 

Heine  (E).  —  Extraits  de  deux  lettres.  (5p.) 

Le  premier  de  ces  Extraits  est  relatif  au  développement  de  cosw(p 
suivant  les  puissances  de  cos  <^  5  le  second  à  une  démonstration  rigou- 
reuse des  principes  du  calcul  des  variations. 


(')  Voir  LiNDELOF  et  Moigno,  Leçons  sur  le  calcul  des  variations,  p.  Qog. 
(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  i32. 
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Netjmann  (C-)  • —  '^^^^  ^^^  produits  et  les  carrés  des  fonctions  de  Dessel. 

L'auteur  donne  trois  théorèmes,  au  moyen  desquels  une  fonction 
uniforme  et  continue  à  l'intérieur  d'une  certaine  région  peut,  suivant 
qu'elle  est  paire  ou  impaire,  se  développer  suivant  les  carrés  ou  les 
produits  des  fondions  de  Bessel;  et  il  détermine,  en  même  temps,  la 
limite  de  la  région  de  convergence  de  ces  développements. 

2"  Cahier. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  formes  binaires  du  sixième  ordre, 
et  sur  la  trisection  des  fonctions  hyperelliptiques.  (5p.) 

L'auteur  donne  un  extrait  d'un  Mémoire  plus  développé,  qui  a 
paru  dans  le  tome  XIV  des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Got- 
tingue,  et  dont  nous  pouvons  rendre  compte  en  même  temps  que  de 
l'extrait. 

La  question  de  ramener  une  forme  binaire  du  sixième  ordre  /"  à  la 
forme  u^  —  w*  est  un  pioblème  déterminé;  M.  Cayley  a  établi  com- 
plètement les  équations  qui  ont  lieu  entre  les  invariants  de  f  et  les 
invariants  simultanés  de  M  et  de  v.  Mais  il  s'agit  ici  du  nombre  et  du 
groupement  des  solutions  de  ce  problème.  Il  se  trouve  ici  que  ce  pro- 
blème coïncide  avec  celui  de  la  trisection  des  fonctions  hyperellip- 
tiques dont  l'irrationnalité  est  \Jf .  Pour  cette  trisection,  M.  Camille 
Jordan  a  fait  voir  qu'elle  conduit  à  une  équation  du  40*^  degré,  qui  se 
résout  au  moyen  d'une  équation  du  27''  degré.  La  même  chose  est 
démontrée  ici  algébriquement  pour  le  problème  de  transformation  de 
f  =u^  —  v'*.  Ce  problème  a  80  solutions  qui,  prises  deux  à  deux,  ne 
diifèrent  que  par  le  signe  de  p,  et  qui  n'en  forment  ainsi,  à  propre- 
ment pailler,  que  4o-  Si  l'une  d'elles  est  donnée,  la  recherche  des 
autres  n'exige  plus  qu'une  écjuation  Hessienne  du  9*^  degré,  et  peut  se 
faire,  par  conséquent,  à  l'aide  de  radicaux.  En  étudiant  de  plus  près 
ces  relations,  on  voit  que  les  racines  de  l'équation  du  40*^  degré  ad- 
mettent un  groupement  de  2.45  groupes  de  quatre,  que,  par  suite,  l'é- 
quation du  40"  degré  conduit  à  une  autre  du  45",  qui  donne  les 
couples  de  groupes  quadruples  ;  mais  les  4o  racines  de  la  première 
équation  peuvent  en  môme  temps  être  formées  de  27  manières  au 
moyen  de  cinq  couples  de  groupes  quadruples,  ce  qui  donne  une 
réduction  de  l'équation  du  4o^  degré  à  une  du  27". 
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Klein  (F.).  —  Sur  la  théorie  des  complexes  de  lignes  du  premier  et 
du  second  degré.  (29  p.) 

L'équation  de  condition  du  second  degré,  qui  existe  entre  les 
six  coordonnées  de  la  ligne  droite  dans  l'espace,  peut  se  ramener, 
par  des  transformations  linéaires,  à  la  forme 

x]  -\-  x]  -{-  x\  -\-  xl  -h  xl  -+-  xl:=z  o. 

Les  variables  a;,  égalées  à  zéro,  représentent  ici  six  complexes  li- 
néaires, qui  se  groupent  ensemble  d'une  manière  remarquable.  Rela- 
tivement à  ces  complexes,  les  droites  s'assemblent  82  à  82,  savoir, 
celles  dont  les  coordonnées  x  ne  dillèrent  que  par  le  signe.  Si  l'une 
de  ces  82  droites  tourne  autour  d'un  point,  la  même  chose  a  lieu 
pour  i5  des  autres  5  les  16  restantes  se  meuvent  dans  des  plans.  On 
rencontre  un  exemple  de  cette  sorte  de  groupement  dans  les  16  points 
doubles  et  les  16  plans  doubles  des  surfaces  de  quatrième  ordre  et 
de  quatrième  classe  étudiées  par  Kummer. 

Soit  donné  maintenant  un  complexe  de  lignes  du  second  degré.  On 
peut  alors,  en  général,  déterminer  une  certaine  transformation 
linéaire,  qui  ramène  l'équation  de  condition  existant  entre  les  coor- 
données à  la  forme  précédente  et,  en  mémo  temps,  l'équation  du  com- 
plexe à  une  équation  correspondante.  De  Là  résulte  qu'un  complexe 
du  second  degré  est  réciproque  à  lui-même  par  rapport  à  un  système 
de  six  complexes  linéaires  de  l'espèce  considérée.  Une  équation  a 
lieu  pour  les  figures  covariantes  appartenant  au  complexe  et,  en 
particulier,  pour  la  surface  de  Kummer,  qui  est  le  lieu  des  points 
dont  le  cône  complexe  se  décompose  en  deux  plans,  et  qui,  en  même 
temps,  est  enveloppée  par  deux  plans  dont  les  courbes  complexes  se 
décomposent  en  deux  points.  On  obtient  par  là  une  série  de  théo- 
rèmes sur  les  complexes  du  second  degré,  et  en  particulier  aussi 
sur  la  surface  de  Kummer.  Par  exemple,  on  a  ces  deux  propositions  : 

«  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  tangents  d'une  sur- 
face de  Kummer  passant  par  une  droite  donnée  quelconque  est  égal 
au  rapport  anharmonique  des  points  d'intersection  de  cette  ligne 
avec  la  surface.   » 

«  Si  d'un  point  de  la  surface  de  Kummer  on  mène  les  six  tan- 
gentes possibles  à  la  courbe  d'intersection  5  que  pour -chaciui  des 
points  de  contact  on  répète  cette  construction,  et  ainsi  de  suite  \  on 
n'obtient  pas  ainsi  une  suite  infinie  de  points,  mais  un  système  ren- 

12. 
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tranl  sur  lui-même  de  32  points  jouissant  de  propriétés  identiques, 
dont  chacun  est  lié  avec  six  des  autres  par  des  tangentes  doubles  de 
la  surface.   » 

La  représentation  algébrique  des  figures  en  question  s'établit  très- 
simplement  dans  le  systèm»  de  variables  pris  pour  base. 

GoRDAN  (P.).  —  Les  systèmes  simultanés  de  formes  binaires.  (54  p.) 
Ce  Mémoire  est  un  des  plus  importants  qui  aient  paru  jusqu'ici 
sur  l'algèbre  des  formes  binaires.  La  question  de  savoir  si,  au  moyen 
d'un  nombre  fini  d'invariants  et  de  covariants,  on  peut  former  ra- 
tionnellement sans  dénominateurs  tous  les  autres  appartenant  à  une 
certaine  forme,  a  été  déjà  traitée  par  M.  Cayley  dans  ses  Memoirs 
upon  Quantics,  et  ce  géomètre  a  cru  devoir  se  prononcer  pour  la 
négative.  Dans  le  tome  69  du  Journal  de  Crelle,  M.  Gordan  a  repris 
cette  question,  en  tant  qu'elle  concernait  les  formes  binaires,  et  a  fait 
voir  qu'il  y  a  au  moins  un  système  de  formes,  au  moyen  desquelles 
tous  les  invariants  et  covariants  d'une  forme  binaire  peuvent  se  repré- 
senter par  des  fonctions  entières  à  coefficients  numériques. 

La  démonstration  compliquée,  donnée  dans  ce  premier  Mémoire, 
a  été  simplifiée  et  rendue  plus  claire  par  l'auteur  dans  son  nouveau 
travail,  et  il  a  en  même  temps  étendu  son  théorème  à  un  système 
quelconque  de  formes  binaires  simultanées.  Il  prend  pour  point  de 
départ  la  définition  des  invariants  et  des  covariants  au  moyen  du 
théorème  démontré  par  M.  Clebsch,  que  tout  invariant  ou  cova- 
riant  rationnel  peut  se  représenter  par  une  somme  de  produits  de 
déterminants  symboliques  et  d'expressions  linéaires  symboliques. 
Cette  proposition  rend  tout  à  fait  inutile  l'usage  des  équations  aux 
différentielles  partielles,  et  l'on  n'a  besoin  d'employer  que  des  mé- 
thodes élémentaires.  Le  théorème  conduit  en  outre  à  démontrer  que 
tous  ces  invariants  et  covariants  résultent  de  superpositions  répétées  de 
formes  simples.  Par  la  fc'^"*^  sufterposition  (  Uebereinanderschiebung)  de 
deux  formes,  M.  Gordan  entend  l'opération  connue  par  laquelle,  au 
moyen  des  deux  formes  /",  o,  dont  les  expressions  symboliques  sont 

f=  («1  Xi  -+-  (U  x-i  )",     9  =r  (  a,  X,  -^-  a,  x-,)', 
on  forme  l'expression 
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La  conception  d'un  système  de  formes  complet  joue  dans  cette  étude 
un  rôle  des  plus  importants.  Un  tel  système  jouit  de  la  propriété  que, 
de  quelque  manière  que  l'on  opère  les  superpositions  des  formes  du 
système,  on  retrouve  toujours  une  fonction  rationnelle  et  entière  des 
formes  elles-mêmes.  La  question  est  de  montrer  que,  pour  un  système 
quelconque  de  formes  fondamentales,  on  peut  toujours  construire  un 
système  de  formes  complet  et  fini.  M.  Gordan  démontre  d'abord 
l'existence  de  ce  système  de  formes  fondamentales,  toutes  les  fois 
que,  pour  chaque  forme  fondamentale  en  particulier,  il  existe  un 
système  de  formes  complet  et  fini;  puis,  pour  une  seule  forme  londa- 
juentale  donnée  quelconque  de  l'ordre  w,  et  ici  le  cas  où  le  nombre 
n  est  divisible  par  4  exige  des  considérations  parliculièr,es. 

Dans  les  applications  qui  viennent  ensuite,  M.  Gordan  élal)lit  les 
systèmes  de  formes  complets  pour  les  formes  isolées  du  deuxième,  du 
troisième,  du  quatrième,  du  cinquième,  du  sixième  degré,  puis  aussi 
pour  des  combinaisons  de  formes  du  premier,  du  deuxième,  du  troi- 
sième, du  quatrième  degré,  et,  en  général,  pour  les  combinaisons  de 
systèmes  complets  donnés  arbitrairement  avec  les  formes  du  premier 
et  du  deuxième  degré. 

MiJLLEu  (IL).  —  Sur  une  affinité  géométrique  du  cinquième  degré 
(12  p.)       - 

Etant  donnés  deux  plans,  on  prend  sur  chacun  d'eux  cinq  points 
p,,/).,,...,  jîj,  Çi,  Çî,...,  qs-  Si  l'on  choisit  sur  le  premier  un  nouveau 
point  p,  sur  le  second  un  nouveau  point  ç,  q  sera  associé  d'une  ma- 
nière uniforme  [eindcutig)  à  p,  si  l'on  exige  que  le  faisceau  des 
rayons  menés  de  p  aux  points  p,,  /J,,. . .,  P5  soit  projectif  de  celui 
des  rayons  menés  de  ^.  à  ^i,  ^21-  •  •■>  ?5-  Cela  détermine  une  relation 
mutuelle  entre  les  points  des  deux  plans.  Si  p  se  meut  en  ligne 
droite,  q  décrit  une  courbe  du  cinquième  ordre,  qui  aura  ^i,  Çj,.  . ., 
^5  pour  points  dovibles,  et  de  plus  un  certain  sixième  point,  auquel 
alors  correspond  uniquement  la  conique  déterminée  par  cinq  points 

Pi,  ?%■,••-■>  P^- 

En  poursuivant  l'étude  de  cette  relation,  on  rencontre  une  suite 
de  remarques  intéressantes,  qui  sont,  en  partie,  étroitement  liées  à 
la  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre. 

NôTHER  (M.).  —  Sur  la  théorie  de  la  correspondance  uniforme  des 
formes  algébriques  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions.  (24  p.) 
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La  division,  donnée  par  Riemann,  des  équations  algébriques  entre 
deux  variables  suivant  la  classe  p  des  fonctions  abéliennes  correspon- 
dantes, nous  apprend  que  les  courbes  de  même  nombre  p  (de  même 
genre)  peuvent  être  rapportées  uniformément  l'une  à  l'autre. 
M.  Clebscli  a  énoncé,  sans  démonstration,  comme  extension  de  cette 
proposition,  un  théorème  analogue  pour  les  surfaces  à  courbes 
doubles  quelconques,  dans  les  Comptes  rendus  de  décembre  1868. 

Le  Mémoire  de  M.  Notlier  complète  d'abord  ce  tliéorème,  en  pre- 
nant aussi  en  considération  les  points  singuliers  d'ordre  supérieur 
de  la  surface,  et  en  donnant  la  démonstration  du  théorème.  Mais  il 
va  beaucoup  plus  loin.  Il  considère  des  équations  algébriques  entre 
des  variables  en  nombre  quelconque  et  montre  comment  on  peut 
dans  chaque  cas  les  classer.  C'est  ce  qu'il  exprime  par  le  théorème 
suivant  : 

«  Le  genre  d'une  équation  homogène  f{zii  ;?»,. .  -,  «,+î)  =0  est 
le  nombre  des  constantes  arbitraires  qui  demeurent  dans  une  fonc- 
tion 0(^1,  Zt^.  . .,  ^r+a)  de  degré  n  —  r —  2,  qui  s'annule,  ainsi  que 
ses  [[i  —  r  -\-  h —  ly^ines  dérivées  pour  toutes  les  figures  algébriques 
contenues  dans  f=  o,  pour  lesquelles  h  ■+- 1  des  quantités  z  restent 
arbitraires,  et  les  dérivées  de  y,  jusqu'à  la  (fx  —  lyeme  inclusivement? 
s'annulent.  Pour  p. -}-^^r,  il  n'y  a  aucune  condition  à  remplir.  » 

L'égalité  du  nombre  p  est  la  condition  préalable  nécessaire  pour 
que  deux  figures  algébriques  se  correspondent  d'une  manière  uni- 
forme. 

Le  même  auteur  a  traité  dans  une  Note  (  ^  )  les  surfaces  du  genre 
p  =  o,  qui  possèdent  aussi  des  courbes  du  genre  p  =  O]  et  il  fait 
connaître  dans  quels  cas  ces  surfaces  peuvent  être  représentées  uni- 
formément sur  un  plan,  en  indiquant  un  théorème  général  pour  effec- 
tuer cette  représentation. 

ScHRÔDER  (E.).  —  Sur  des  algorithmes  en  nombre  infini  pour  la  réso- 
lution des  équations.  (49  p.) 

Ce  Mémoire  contient  une  théorie  générale  des  méthodes  de  réso- 
lution des  équations  algébriques  ou  transcendantes,  pourvu  que  la 
racine,  réelle  ou  complexe,  que  l'on  cherche  jouisse  de  cette  pro- 
priété, que  le  premier  membre  de  l'équation  soit  continu  dans  le 


{')  Gôctinger  Nadirichtcn,  1870,  n"  i. 
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voisinage  immédiat  de  cette  racine.  Le  caractère  particulier  de  la 
méthode  considérée  consiste  en  ce  que  l'on  part  d'un  nombre  quel- 
conque, et  que  l'on  va  en  s'approchant  de  la  racine  cherchée  par  une 
suite  d'opérations  telles,  par  exemple,  que  celles  de  la  méthode  con- 
nue de  Newton.  L'auteur,  entre  autres,  reproduit  sous  une  forme 
concise  une  formule  pour  le  développement  en  série  d'une  racine, 
qui  avait  été  déjà  donnée  par  Theremin,  du  moins  pour  les  équations 
algébriques.  Comparé  aux  séries  de  Lagrange  et  de  Bûi-mann,  ce  dé- 
veloppement a  l'avantage  de  contenir  une  quantité  arbitraire,  par  le 
changement  de  laquelle  on  peut  obtenir  toutes  les  racines. 

Il  faut  distinguer  entre  la  représentation  des  racines  par  des  séries 
et  par  des  expressions  analogues  (valeurs-limites,  etc.),  et  les  algo- 
rithmes proprement  dits  par  lesquels  on  obtient  des  valeurs  appro- 
chées par  une  suite  de  substitutions  successives.  L'auteur  discute  les 
espèces  les  plus  remarquables  de  ces  algorithmes,  gui  semblent 
avoir  en  grande  partie  échappé  à  l'attention  des  géomètres. 

Klein  (F.).  —  La  transformation  linéaire  générale  des  coordonnées 
de  la  ligne  droite.  (5p.) 

Les  coordonnées  de  la  ligne  droite  dans  l'espace  peuvent  toujours 
être  considérées  comme  des  variables  quelconques,  liées  entre  elles  par 
une  équation  de  condition  du  second  degré.  D'après  cela,  on  peut  se 
demander  quelle  est  la  signification  d'une  transformation  linéaire 
générale  de  ces  variables.  La  réponse  se  tire  de  la  forme  que  prend, 
dans  chaque  cas,  l'équation  de  condition. 

Klein  (F.).  —  Sur  la  représentation  des  surfaces  complexes  de  qua  - 
irième  ordre  et  de  quatrième  classe.  (2  p.) 

Ces  surfaces  constituent  un  cas  particulier  des  surfaces  de  qua- 
trième ordre  à  une  droite  double,  dont  M.  Clebsch  a  donné  la  repré- 
sentation dans  le  tome  I  des  Annalen.  La  modification  que  subit  ici 
la  représentation  générale  est  indiquée  dans  ce  travail. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  possibilité  de  transformer  linéairement  l'une 
dans  Vautre  deux  formes  linéaires  données.  (9  p.) 

Le  problème  exige  l'égalité  des  invariants  simultanés  ;  mais  cette 
égalité  n'est  pas  suffisante.  L'auteur  fait  voir  comment  on  peut  effec- 
tuer  la  transformation  : 

1°  Lorsque,  jusqu'à  un  ordre  impair  2W  -f-  i ,  les  deux  formes  ont 
des  couples  correspondants  de  covariants  linéaires,  a,  b  pour  /",   et 
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a,  j3  pour  cj/,  et  que  ni  le  déterminant  de  a,  />,  ni  celui  de  a,  ^  no 
s'évanouissent  ; 

2°  Lorsque,  jusqu'à  un  ordre  pair  in^  il  existe  des  couples  corres- 
pondants de  covariants  quadratiques,  a,  h  pour^,  et  cr,  (3  pour  ip,  et 
que  ni  la  résultante  de  a,  6,  ni  celle  de  a,  (3  ne  s'évanouissent. 

L'auteur  indique  alors  quels  sont  les  cas,  dans  les  formes  du  cin- 
quième et  du  sixième  ordre,  qui  restent  exclus  de  ces  considérations. 

Clebsch  (A.).— ^  Sur  la  détermination  des  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  ordre.  (3p.) 


MÉLANGES. 

siiR  i]NE  mmm  mmm  vm  l'étude  des  courbes  tracées 

SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES  ('). 

Le  Mémoire  de  M.  Clebscli  dont  nous  voulons  parler  a  pour 
titre  :  Ueber  die  Abbildung  algebraischer  Fldchen^  insbesondere  der  vier- 
ien  und  fûnften  Ordnung.  «  Sur  la  représentation  des  surfaces  algé- 
briques, et  en  particulier  des  surfaces  du  quatrième  et  du  cinquième 
ordre.  »  [Mathematische  Annalen,  t.  I,  p.  253.)  Ce  travail  considé- 
rable se  divise  en  plusieurs  paragraphes. 

Le  §  P""  est  intitulé  :  Sur  le  degré  de  la  courbe  double  d'une  sur- 
face que  Von  peut  représenter  sur  le  plan.  Imaginons  une  surface  d'or- 
dre N,  et  supposons  que  les  coordonnées  homogènes  d'un  de  ses 
points  soient  données  par  les  formules 

où  p  est  un  facteur  indéterminé,  et  les  quantités /^  des  fonctions  ho- 
mogènes d'ordre  7i,  des  variables  ^1,  ^2,  ^3,  qui  peuvent  elles-mêmes 
être  considérées  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  le  plan. 

0)  Voir  Bulletin,  l,  II.  p.  ïà. 
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Alors,  si  l'on  coupe  la  surface  par  le  plaii  dont  l'équation  est 

{2)  sti^Ti  H- ai^: -f- «3.^5 -j- a^o:,  =  G, 

on  obtient  une  section  plane,  qui  correspond,  dans  le  plan,  à  la 
courbe  dont  l'équation  est 

(3)  a,/.  +  «2/2  +  «3/3 -1- «4/4  =  0. 

On  voit  donc  que  les  sections  planes  de  la  surface  sont  représentées 
par  les  courbes  d'ordre  n  du  plan  faisant  partie  du  système  à  trois  pa- 
ramètres défini  par  l'équation  (3). 

Ces  courbes  (3)  auront,  en  général,  des  points  communs.  Dési- 
gnons par  «1  le  nombre  de  points  simples  communs,  par  a,  le  nombre 
de  points  doubles,  et,  en  général  par  a,  le  nombre  des  points  mul- 
tiples et  fixes  d'ordre  i,  communs  à  toutes  les  courbes.  On  établit 
sans  peine  l'équation  suivante  entre  le  degré  N  de  la  surface  et  les 
nombres  précédents, 

(4)  N=:  /i'~«,  —  4«:  — 9«3  — 

On  obtient  encore  une  autre  équation  par  la  remarque  suivante, 
déjà  faite  et  utilisée  en  plusieurs  occasions  par  M.  Clebscli.  Les  sec- 
tions planes  de  la  surface  et  leurs  représentations  se  correspondent 
point  par  point  ^  elles  sont  donc  du  même  genre.  D'après  cela,  si  la 
surface  a  une  courbe  double  d'ordre  d  et  une  courbe  de  rebrous- 
sement  de  degré  r,  toute  section  plane  aura  précisément  d  points 
doubles,  r  points  de  rebroussement.  Son  genre  (^)  sera  donc 

(5)  Pi  =  - —- — f^' — ^• 

2 

En  l'égalant  à  celui  de  la  représentation,  on  trouve 

,p:\  {n  —  i)(n  —  2)  ^ 

(6)  /^i= «3— 3«,  — 6a«  — 

2 

Enfin,  on  obtiendra  une  inégalité  si  l'on  exprime,  comme  cela  doit 
être,  que  les  quatre  fonctions  f^  sont  distinctes,  qu'elles  ne  sont  pas 
liées  par  une  équation  linéaire  ;  car  il  faut  que  les  points  par  lesquels 
elles  sont  assujetties  à  passer  et  qui  ne  les  déterminent  pas  entière- 
ment soient  en  nombre  tel  que  quatre  coefficients  arbitraires  sidj- 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  iSç). 


i86  BULLETIN  DES  SCIENCES 

sistent  dans  l'équation  de  la  courbe  assujettie  à  les  contenir,  chacun 
avec  le  degré  de  multiplicité  voulu.  Il  est  clair,  en  effet,  que,  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  toujours  établir  une  relation  linéaire 
entre  les  quatre  fonctions  fi  et,  par  conséquent,  entre  les  quatre 
coordonnées  a:,,  ce  qui  est  absurde.  On  obtient  ainsi  l'inégalité 


(7; 


,_(n-f-i)(nH- 2) 


que  l'on  peut  écrire,  en  tenant  compte  des  équations  (5)  et  (6), 

(8)  p,  =  N  — 2, 

ou 

(N-2)(N-3) 

(9)  d+r^ ^ 

Cette  dernière  inégalité,  dans  laquelle  le  premier  membre  est  le  de- 
gré de  l'ensemble  des  courbes  doubles  ou  de  rebroussement,  indique 
une  limite  inférieure,  que  ne  doit  pas  atteindre  le  degré  de  cette 
courbe  singulière,  toutes  les  fois  que  la  surface  peut  être  représentée 
sur  le  plan. 

Il  y  a  cependant  un  cas  d'exception  qu'il  faut  signaler.  On  a  sup- 
posé que  les  points  par  lesquels  passent  les  courbes  fi  sont  indépen- 
dants-,  mais  on  sait  que,  dans  certains  cas,  une  courbe  que  l'on 
assujettit  à  passer  par  certains  points  va  passer  par  d'autres  points 
dépendants  des  premiers:  par  exemple,  toutes  les  courbes  du  qua- 
trième ordre,  coupant  une  courbe  de  troisième  ordre  en  huit  points, 
vont  passer  nécessairement  par  un  neuvième  point  situé  sur  la  coui'be. 
Ces  neuf  points  et  les  systèmes  analogues  forment  ce  que  M.  Clebsch 
appelle  un  système  de  points  d'intersection.  Il  est  clair  que  n  points 
formant  un  système  ne  tiennent  pas  lieu  de  n  conditions-,  lorsque  la 
courbe  passe  par  un  nombre  déterminé  d'entre  eux  elle  passe  par  les 
autres.  Il  résulte  de  là  une  modification  de  l'équation  (4),  qui  devient 


d'( 


a,  —  3rt,  —  6aj  — ...  -\-  a, 


/?,^N  — 2  +  a,     d-{-r=^- ~ 


L'équation  (9)  montre  qu'une  surface  du  quatrième  ordre  et  une  du 
cinquième  ordiT  ne  seront  applicables  que  si  elles  ont  :  la  première 
une  droite  double,  la  seconde  une  courbe  double  du  troisième  ordre. 
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Mais  la  remarque  relative  au  système  complet  de  points  d'intersec- 
tion montre  que  déjà  une  surface  du  cinquième  ordre  sera  applicable, 
quand  elle  aura  une  courbe  double  se  composant  de  deux  droites  qui 
ne  se  coupent  pas.  C'est,  du  reste,  ce  que  la  Géométrie  rend  évident. 

Le  §  II  est  intitulé  :  Représentation  géométrique  des  surfaces  à  étu- 
dier stir  le  plan.  Laissant  de  côté  les  exemples  dont  nous  avons  dit 
quelques  mots,  nous  examinerons  spécialement  les  surfaces  suivantes  : 

i"  La  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une  droite  double.  —  On 
commencera  par  démontrer  que  cette  surface  contient  un  certain 
nombre  de  coniques,  rencontrant  la  ligne  douille,  et  non  situées 
dans  un  même  plan  avec  elle.  Alors  les  droites,  coupant  la  conique 
et  la  droite  double,  rencontreront  la  surface  en  un  point  non  situé 
sur  ces  deux  lignes  5  les  coordonnées  de  ce  point  se  détermineront 
individuellement. 

2"  La  surface  du  cinquième  ordre  ayant  deux  droites  doubles.  — 
Toute  droite  rencontrant  les  deux  droites  doubles  rencontrera  la  sur- 
face en  un  seul  point  non  situé  sur  les  deux  droites. 

3°  La  surface  du  cinquième  ordre  ayant  pour  courbe  double  une 
cubique  gauche.  —  On  sait  que,  par  un  point  de  l'espace,  on  peut 
mener  une  seule  droite  rencontrant  deux  fois  la  cubique  gauche. 
Cette  sécante  coupera  la  surface  en  un  point  non  situé  sur  la  cubique 
gauche,  et  les  coordonnées  de  ce  point  se  détermineront,  par  exemple, 
en  fonction  des  deux  paramètres  des  points  où  la  sécante  rencontre  la 
cubique  gauche.  Cette  courbe  double  peut,  d'ailleurs,  se  décomposer 
en  une  droite  et  une  conique  qui  se  coupent,  etc.  ;  mais,  M.  Clebsch 
fait  voir  que  l'on  ne  peut  substituer  à  la  cubique  gauche  une  autre 
courbe  de  troisième  ordre,  qui  n'en  serait  pas  un  cas  particulier,  par 
exemple,  la  courbe  forrnée  de  trois  droites  qui  ne  se  coupent  pas. 

Le  §  III  a  pour  titre  :  Surfaces  du  quatrième  ordre  avec  une  droite 
double.  Droites  et  coniques  de  cette  surface. 

L'équation,  de  cette  surface  est 

(10)  k^w— iBXv -hB-u  =  o, 

où  A,  B  sont  des  fonctions  linéaires  et  m,  ç»,  w  des  fonctions  du 
second  degré  des  coordonnées  5  cette  équation,  déjà  donnée  par 
M.  Kummer  (*),  résulte  de  l'élimination  de  A  entre  les  deux  équa- 

(')  Moiiatsber,  dcr  Derl.  Acad.,  séance  du  16  juillet  j863,  et  Journal  de  Borchardt, 
l.  64,  p.  66. 
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(•I) 

A  +  XB  =  o. 

Ces  deux  équations,  quand  on  y  fait  variei'  X,  représentent  une 
série  de  coniques,  dont  les  plans  passent  par  la  droite 

A  =  o,     B  =  o, 

qui  est  la  droite  double  ;  mais  la  surface  contient  encore  d'autres  coni- 
ques en  nombre  limité.  M.  Clebscli  démontre,  en  elfet,  en  employant 
un  remarquable  théorème  de  M.  Lûrotli,  la  proposition  suivante  : 

Il  y  a  64  plans  tangents  triples  qui  coupent  chacun  la  surface  en  deux 
coniques.  Chaque  conique  coupe  la  droite  double  en  un  point,  etc.. 

Puisque  l'on  peut  prendre,  sur  la  surface,  de  2.64  manières  une 
conique  rencontrant  la  droite  double,  il  résulte,  conformément  à  ce 
que  nous  avons  dit  plus  haut,  autant  de  manières  d'elfectuer  l'appli- 
cation de  la  surface  sur  un  plan.  L'équation  du  soixante-quatrième 
degré,  dont  dépendent  ces  64  coniques,  se  résout  au  moyen  d'une 
équation  du  huitième  et  de  plusieurs  équations  du  second  degré. 

Les  ^^§  IV  et  V  sont  consacrés  à  l'étude  de  la  surface  précédente, 
et  des  différents  moyens  de  la  représenter  sur  le  plan. 

Le  §  VI  est  intitulé  :  Généralités  relatives  aux  surfaces  applicables 
sur  le  plan.  Étude  de  leur  intersection  complète  avec  une  autre  surface. 
M.  Clebscli  commence  par  développer  les  principes  généraux  qui 
sont  indispensables  pour  l'étude  qui  va  suivre.  Soient  les  formules 
de  la  représentation 

(12)  p.r,  =/,     px^—f,,     pa:,  =  f„     px^—ft, 

et  supposons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  que  les  courbes 

(i3)  laifi=o, 

qui  représentent  les  sections  planes,  soient  du  degré  n,  aient  «i  points 
simples  communs,  a^  points  doubles,  etc.  Ces  points  s'appellent, 
nous  l'avons  déjà  dit,  les  points  fondamentaux  de  la  représentation. 
On  a  la  proposition  suivante  : 

Un  point  multiple  d'ordre  r  commun  à  toutes  les  courbes  (i3)  est 
la  représentation  d'une  infinité  de  points  de  la  surface.  Ces  points, 
en  nombre  infini,  forment  une  courbe  d'ordre  r,  jouissant  de  celte 
propriété  spéciale  que  les  coordonnées  d'un  de  ses  points  s'ex^irimenL 
en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  variable. 
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Cela  posé,  proposons-nous  le  problème  suivant  :  Étant  donnée 
une  courbe  d'ordre  m  passant  «i,  «j,...  fois  par  les  points  simples 
fondamentaux,  jSj,  |3î,...  fois  par  les  points  doubles  fondamentaux, 
yi,  y^v  fois  par  les  différents  points  triples,  etc.,  supposons  que  cette 
courbe  plane  ait,  en  outre,  d  points  doubles  et  r  points  de  rebrous- 
sement.  Elle  est  la  représentation  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface. 
Sbil  M  l'ordre  de  cette  dernière,  on  a  les  équations 

(i4)  •    M  =  m« — 2a  —  2  2[3 —  Z^y — ..., 


[m  —  \){m  —  2  ) 


iS] 


-1 


y 


(3([3-i)    vy^y-o 


auxquelles  il  faut  joindre  l'inégalité 


I 


-T^ 


I  2  ^      2 

')      j     _^P(P  +  o_^y(i±o_..._3,;_^, 

Voici,  maintenant,  les  formules  qui  donnent  les  singularités  de  la 
courbe  tracée  sur  la  surface.  On  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que 
la  surface  n'a  pas  de  courbe  de  rebroussement. 

Soient  B  le  nombre  de  points  stationnaires  de  la  courbe  \ 
R  son  rang  ^ 
K  sa  classe  ^ 

A  le  nombre  des  plans  osculateurs  coupant  en  quatre  points 
consécutifs. 
On  a 

R==2/?  —  2  +  2M  —  B, 
K  =  2/?  —  2  +  2  R  —  M, 

Ar=2/?  —  2  +  2K  — R; 
ou,  si  l'on  substitue  les  valeurs  de  p  et  de  M 
(17)  B=;% 

R=:m(/W  —  3-1-2/1)  —  2C?—  3 /' 

—  loc{a-\-  i)_2[3([3-i-3)-Iy(y  +  5)-..., 
,  Q.    .  K  =  3w(/n  —  3  +  n)  —  6c?  —  8r 
'*    '^           -32a'-32^((3-f-i)-3Iy(y4-2)— ..., 

A  =  2m(3m-f-2n  —  9)  —  11  d  —  i5r 

—  22a(3a  — i)  — 223(3  3-+-!)  — 2ly(3y-^3)— .... 
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Ces  formules  prennent  une  forme  extrêmement  remarquable,  si 
l'on  suppose  que  la  courbe  d'ordre  M  tracée  sur  la  surface  soit  l'iu- 
tersection  complète  et  indécomposable  de  la  surface  avec  une  autre 
surface  d'ordre  L.  On  a  alors 

(19)  M  =  LN; 

(LN— 2)(L  — i) 

où.  Pi  a  la  signification  donnée  plus  haut  (formule  6)  ; 

(  R=L'N  +  L(N  +  2/>,  —  2)  — 2rf— 3r, 
(21)  K  =  3L=N  +  6L(/>,  — i)  — 6t/  — 8r, 

(  A  =6L'N  +  i2L(/7,—  i)  — 2NL  — 12J  — i5r, 

ce  qui  conduit  à  un  résultat  remarquable.  Les  singularités  de  la 
courbe  d'intersection  dépendent  uniquement  de  l'ordre  des  deux  sur- 
faces, du  genre  de  la  section  plane  de  la  surface  donnée  et  des 
nombres  d  et  r.  Le  premier  d  indique  en  combien  de  points  les  deux 
surfaces  sont  tangentes,  la  courbe  d'intersection  ayant  un  point 
double  au  point  de  contact;  le  nombre  r  indique  en  combien  de 
points  les  surfaces  ont  un  contact  d'ordre  supérieur,  le  point  de  con- 
tact étant  un  point  de  rebroussement  pour  la  courbe  d'intersection 
des  deux  surfaces. 

Cette  courbe  complète  d'intersection  de  deux  surfaces  peut  se  dé- 
composer. On  peut  signaler,  en  particulier,  le  théorème  suivant  : 

Si  la  représentation  sur  le  plan  de  la  courbe  d'intersection  d'une  sur- 
face d'ordre  L  avec  la  surface  proposée  passe  rL  -+- 1  fois  par  un  point 
fondamental  multiple  d'ordre  r,  la  courbe  d'intersection  des  deux  sur- 
faces se  décompose  en  deux  parties,  dont  l'une  est  la  courbe  de  la  surface 
correspondant  au  point  fondamental  considéré,  Vautre  a  pour  représen- 
tation la  courbe  plane. 

Ce  théorème  est,  du  reste,  à  peu  près  évident,  d'après  ce  que  nous 
avons  déjà  dit.  Considérons,  par  exemple,  un  point  simple  fonda- 
mental. A  ce  point  simple  correspond  une  droite  entière  de  la  surface. 
Si  une  surface  d'ordre  L  coupe  la  surface  proposée,  suivant  une 
courbe  qui  ait  pour  représentation  une  courbe  plane  douée  d'un 
|)oi)it   multi])le   d'ordre   L+r,   au    point   foiidamental ,  la   surface 
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d'ordre  L  devra  couper  la  droite  en  L  -f-  r  points  et,  par  conséquent, 
la  contiendra  tout  entière. 

Le  §  VII  a  pour  titre  :  Généralités.  Représentation  de  la  courbe  double. 

Reprenons  les  formules  qui  donnent  a^i,  a^j,  a:,,  j;», 

que  l'on  peut  écrire,  en  adoptant  avec  M.  Clebsch  une  abréviation 
commode  et  déjà  souvent  employée, 

Il  est  clair  que  si,  pour  deux  systèmes  de  valeurs  des  ^,  H17   Ha?   ^s^ 

y;,,  via,  y^g,  on  a 

m)=M-n),    Ml)=M-n),    m)=U-n),    Ml)=fd-n), 

à  ces  deux  systèmes  de  valeurs  correspondra  le  même  point  de  la  sur- 
face 5  et  d'ailleurs,  pour  des  valeurs  très-voisines  des  ^,  on  n'obtien- 
dra pas,  en  général,  le  même  point  de  la  surface  que  pour  un  système 
de  valeurs  voisines  des  r,.  Le  point  unique  correspondant  aux  deux 
systèmes  |,  r,  appartiendra  donc  à  deux  nappes  de  la  surface^  ce  sera 
un  point  de  la  courbe  double.  M.  Clebsch  se  propose  de  déterminer 
le  degré  et  les  équations  de  cette  courbe. 

En  supposant  que  la  surface  n'a  pas  de  courbe  de  rebroussement, 
et  qu'il  n'y  a'  pas  de  point  de  la  surface  correspondant  à  une  infinité 
de  points  du  plan,  on  est  conduit  au  résultat  suivant  : 

La  représentation  de  la  courbe  double  est  une  courbe  plane  d'ordre 

(  N  —  4)  **  H-  3,  cette  courbe  plane  passe  (N  —  4  )  ^  +1  fois  par  un 

point  fondamental  d'ordre  r.  Le  genre  p'  de  cette  courbe  est  donné 

par  la  formule 

,       (N^-4N-}-2)(N  — 3)        ^,      ,, 
p'  =  ^ ^ ~>^ -^  -  (N  -  4)/>.. 

Comme  chaque  point  de  la  courbe  double  se  trouve  sur  deux 
nappes  de  la  surface,  et  a  pour  représentation  deux  points  du  plan, 
la  représentation  d'une  courbe  double  est  donc  dans  une  relation 
toute  particulière  avec  la  courbe  double  de  l'espace.  Mais  nous  n'in- 
sistons pas  sur  cette  remarque  de  l'auteur. 

Les  §§  VIII,  IX,  X  sont  employés  à  l'étude  développée  de  la  surface 
du  quatrième  ordre  ayant  une  droite  double.  Les  sections  planes  sont 
représentées  par  des  courbes  du  quatrième  ordre,  ayant  8  points 
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simples,  et  i  point  double  communs.  La  surface  contient  i6  droites, 
une  série  de  coniques  et  128  coniques  en  dehors  de  cette  série;  la 
droite  double  a  pour  représentation  la  courbe  du  troisième  ordre  pas- 
sant par  les  9  points  fondamentaux,  etc.  Pour  toutes  ces  questions 
nous  pouvons  renvoyer  au  Mémoire  original. 

Les  §§  XI,  XII,  XIII,  XIV,  XV,  XVI  sont  consacrés  à  l'étude  de 
la  surface  du  cinquième  ordre  ayant  une  ligne  double  du  troisième 
ordre.  Les  sections,  planes  sont  représentées  par  des  courbes  du  qua- 
trième ordre.  Ces  courbes  n'ont  pas  de  points  doubles  et  elles  passent 
par  1 1  points  fondamentaux.  La  surface  contient  1 1  droites,  55  co- 
niques :  la  courbe  double  contient  10  points,  dans  lesquels  les  plans 
tangents  aux  deux  nappes  de  la  surface  coïncident.  Elle  est  touchée 
suivant  des  courbes  du  dixième  ordre  par  une  série  de  surfaces  du  qua- 
trième ordre;  en  un  mot,  l'étude  est  complète. 

Les  derniers  §§  XVII,  XVIII,  XIX  sont  consacrés  à  l'étude  de  la 
surface  du  cinquième  ordre  ayant  deux  droites  doubles.  Ici  la  com- 
plication est  plus  grande.  Les  sections  planes  ont  pour  représentation 
des  courbes  du  cinquième  ordre  ayant  en  commun  1 2  points  simples 
et  2  points  doubles  a,  h.  Ces  points  fondamentaux,  s'ils  étaient  arbi- 
traires, équivaudraient  à  18  conditions,  et  comme  une  courbe  du 
cinquième  ordre  est  déterminée  par  20  points,  il  se  présenterait  la 
difficulté  signalée  dans  le  §  I".  Mais  les  points  fondamentaux  for- 
ment l'intersection  complète  de  deux  courbes  du  quatrième  ordre, 
ayant  un  point  double,  l'une  en  a,  l'autre  en  6,  La  surface  contient 
i3  droites,  26  coniques,  etc.,  etc. 

En  terminant  son  Mémoire,  M.  Clebsch  fait  remarquer  que  les 
considérations  précédentes  s'appliquent  seulement  aux  surfaces  les 
plus  générales  satisfaisant  aux  définitions  posées.  Si  ces  surfaces 
acquièrent  des  points  multiples,  des  courbes  de  rebroussement,  etc., 
un  nouvel  examen  devient  nécessaire  ;  il  est  clair  que  l'on  obtiendra 
une  série  de  cas,  si  variée,  qu'il  est  même  difficile  de  se  rendre  compte 
de  leur  multiplicité.  Dans  un  Mémoire,  inséré  aux  Mathematische 
Annalen,  t.  I,  p.  592,  et  t.  II,  p.  4I7  M.  Korndorfer  s'est  précisément 
occupé  de  questions  de  ce  genre  ;  il  a  étudié  par  la  méthode  précédente 
quelques  variétés  de  la  surface  du  quatrième  ordre  à  conique  double, 

G.  D.     {A  suivre.) 
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Donnons  d'abord  une  indication  sommaire  des  Parties  et  des  Chapi- 
tres ;  on  pourra  ainsi  saisir  parfaitement  le  plan  de  l'ouvrage  et  l'idée 
qui  a  dirigé  son  développement. 

Première  Partie. —  Cinématique. —  Mouvement  d'un  point  maté- 
riel. —  Etude  du  mouvement  d'un  corps  solide.  —  Théorie  des 
mouvements  relatifs. 

Deuxième  Partie.  — Statique.  — Statique  du  point  matériel.  — 
Théorie  de  l'équilibre.  —  Equilibre  des  corps  solides.  —  Centres 
de  gravité.  —  Mouvements  d'inertie.  —  Equilibre  des  fils  et  des 
cordons.  —  Sur  l'attraction. 

Troisième  Partie.  —  Dynamique  du  point  matériel.  —  Equations 
du  mouvement.  —  Etude  de  quelques  mouvement  rectilignes.  — 
Etude  de  quelques  mouvements  curvilignes.  — Mouvement  des  points 
assujettis  à  rester  sur  des  courbes  ou  des  surfaces. 

Quatrième  Partie.  —  Dynamique  générale.  —  Principes  géné- 
raux de  la  dynamique.  —  Equations  canoniques  du  mouvement.  — 
Mouvement  des  solides.  —  Hydrostatique  et  hydrodynamique.  — 
Théorie  des  petits  mouvements  et  de  la  stabilité  de  l'équilibre.  — 
Application  des  principes  de  la  mécanique  rationnelle  à  la  théorie 
des  machines. 

L'idée  d'étudier  les  mouvements  indépendamment  des  forces, 
émise  par  Carnot,  il  y  a  longtemps  déjà,  dans  son  Essai  sur  les  ma- 
chines en  général,  fut  reprise  par  Ampère  dans  son  Essai  sur  la  philo- 
sophie des  sciences  [yo'ir  Bulletin,  t.  P"",  p.  297).  Le  mouvement  peut 
s  étudier  géométriquement,  se  mesurer  ;  on  arrive  ainsi  à  un  ensem- 
ble de  propositions,  n'empruntant  rien  à  l'observation,  qui  constitue 
la  Cinématique;  il  est  donc  très-rationnel  de  prendre  la  cinématique 
comme  point  d'appui  de  la  statique  et  de  la  dynamique.  Cette  pre- 

Bnll.  des  Sciences  mathém.  et  ascroti.,  t.  II.  (Juillet  1871.)  l3 
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mière  étude  faite,  quelques  ^^rincipes  généraux  dont  l'idée,  sinon  la 
démonstration  complète,  est  empruntée  à  l'expérience,  nous  per- 
mettent de  comparer  et,  par  suite,  de  mesurer  les  causes  de  ces 
mouvements,  causes  dont  l'essence,  d'ailleurs,  nous  échappe  complè- 
tement. On  peut  alors  considérer  les  forces  en  elles-mêmes,  en  fai- 
sant abstraction  des  effets  qui  nous  ont  servi  à  les  mesurer,  et  com- 
biner ces  forces  entre  elles  5  on  aura  la  Statique. 

Ces  deux  études  faites,  on  a  pu  aborder  ce  problème  général  : 
Quel  est  le  mouvement  que  produisent  des  forces  données  P  Quelles 
sont  les  forces  qui  produisent  un  mouvement  observé  ?  La  Dyna- 
mique, par  une  synthèse  d'une  admirable  simplicité,  a  pu  renfermer 
dans  une  seule  formule  la  solution  de  cette  double  question  ;  c'est  à 
l'analyse,  seule  en  jeu  maintenant,  qu'il  appartient  de  la  dégager. 

Cet  ordre  d'idées,  qui  nous  semble  parfaitement  logique,  est  celui 
que  l'auteur  du  Traité  que  nous  analysons  a  adopté  5  c'est  là  un  pre- 
mier titre,  très-sérieux,  par  lequel  se  recommande  son  ouvrage  ; 
car,  la  plupart  de  nos  traités  de  Mécanique  rationnelle  ont  conservé 
l'ancien  ordre  d'idées,  et  il  était  indispensable  d'en  avoir  un  qui, 
tout  en  restant  dans  le  programme  des  matières  exigées  pour  la 
licence,  se  développât  dans  le  sens  que  nous  venons  d'indiquer. 

Mais  ce  n'est  pas  là  le  seul  des  mérites  du  nouveau  Traité.  M.  Lau- 
rent a  eu  l'excellente  idée  de  donner  les  équations  canoniques  du 
mouvement  5  et,  sans  entrer  dans  tous  les  détails  que  comporte  cette 
théorie,  il  donne  assez  de  développements  pour  faire  bien  connaître 
et  apprécier  les  travaux  de  Lagrange,  Hamilton,  Jacobi,  Bertrand, 
Bour,  etc.  Ce  sont  des  questions  qu'un  licencié  ne  devait  pas  igno- 
rer, et,  cependant,  il  ne  les  rencontrait  dans  aucun  des  traités  élé- 
mentaires de  Mécanique  rationnelle. 

Si,  abandonnant  la  vue  d'ensemble,  nous  considérons  les  détails 
de  l'ouvrage,  nous  devrons  signaler  particulièrement  :  la  théorie  de 
l'attraction,  l'étude  du  mouvement  elliptique,  celle  du  mouvement 
de  rotation  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe,  les  applications  faites 
à  l'aide  des  formes  canoniques,  etc.  Tout  en  se  maintenant  dans 
les  limites  du  programme  de  licence,  l'auteur  a  su  donner  à  ces 
importantes  questions  plus  d'étendue  qu'on  ne  le  fait  habituel- 
lement. 

La  théorie  de  l'attraction,  réduite  avec  raison  à  ses  parties  prin- 
cipales, est  nettement  discutée.  Pour  obtenir  les  formules  de  Jacobi, 
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l'auteur  suit  la  méthode  de  Diriclilet  5  cette  méthode  est  simple  et 
élégante;  il  nous  semble,  néanmoins,  qu'on  aurait  pu  y  joindre  le 
développement  des  calculs  classiques  qu'il  est  également  bon  de 
connaître. 

Le  mouvement  elliptique  est  étudié  aussi  complètement  que  le 
demande  un  traité  théorique  élémentaire  qui  ne  doit  pas  s'appesantir 
sur  des  questions  spéciales.  * 

La  question  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe,  qui  a  été  l'objet  d'un  si  grand  nombre  de  travaux, 
où  les  transformations  analytiques  d(î  Jacobi  disputent  d'élégance  avec 
les  méthodes  géométriques  de  Poinsot,  a  été  présentée  avec  soin. 
Sans  pousser  très-loin  la  discussion  de  cette  question,  l'auteur  en  dit 
assez  pour  la  faire  bien  comprendre  et  faire  naître  le  désir  d'étu- 
dier plus  à  fond  les  travaux  des  illustres  géomètres  qu'on  vient  de 
citer. 

La  question  des  mouvements  relatifs  est,  comme  dans  l'ouvrage  de 
Coriolis,  abordée  par  le  calcul  ;  nous  trouvons  que  l'auteur  a  raison  en 
cela  5  car  cette  marche  est,  quoi  qu'on  en  dise,  logique  et  lumineuse; 
nous  pensons  cependant  qu'il  aurait  pu  y  joindre  une  démonstration 
géométrique.  Systématiquement,  M.  Laurent  demande  à  l'Analyse, 
aux  méthodes  générales,  la  solution  des  problèmes  de  la  Mécanique, 
et  nous  adoptons  parfaitement  son  opinion  sur  ce  sujet  ;  mais,  comme 
on  ne  doit  pas  être  exclusif,  nous  admettons  des  exceptions.  Et, 
quoiqu'il  ne  faille  pas  abuser  de  la  superposition  des  démonstrations 
qui,  comme  les  démonstrations  analytiques  et  les  démonstrations 
géométriques,  sont  aussi  distinctes  par  leur  essence  que  par  leur 
origine,  la  question  des  mouvements  relatifs  a  une  telle  importance, 
qu'on  pouvait  se  permettre,  eu  sa  faveur,  une  dérogation  à  la  règle 
générale. 

L'auteur  a  encore  introduit  dans  son  Traité,  ce  que  nous  serions 
tenté  d'appeler  des  innovations  :  il  a  donné  des  exercices  et  cité 
assez  souvent  les  mémoires  originaux. 

Les  exercices  qu'il  propose  sont  bien  choisis,  mais  le  nombre  en 
est  trop  restreint.  En  INlécanique,  comme  dans  toutes  les  parties  de 
la  science  quand  il  s'agit  des  éléments,  on  ne  doit  pas  craindre  de 
multiplier  les  exercices  ;  les  uns  permettent  de  mettre  en  œuvre  les 
méthodes  générales,  de  se  rendre  compte,  soit  du  mécanisme  analy- 
tique, soit  des  propriétés  dynamiques  des  forces,  des  réactions,  des 

ï3. 
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percussions,  etc.  5  les  autres  font  connaître  des  propositions,  ou 
utiles  ou  intéressantes,  qu'on  ne  peut  pas  développer  dans  un  traité 
didactique,  nécessairement  limité. 

Quant  aux  citations  des  mémoires  originaux,  l'auteur  a  encore 
été  beaucoup  trop  sobre  de  détails  ;  il  y  a  toujours  avantage,  même 
pour  celui  qui  commence  l'étude  d'une  science,  à  être  parfaitement 
renseigné  sur  les  sources  où  il  peut  puiser  et  compléter  les  notions 
sommaires  qu'on  lui  donne.  Dans  plusieurs  circonstances,  M.  Lau- 
rent renvoie  à  d'autres  traités  pour  y  recueillir  les  indications  rela- 
tives aux  mémoires  originaux;  dans  d'autres,  les  citations  qu'il  fait 
sont  incomplètes.  Or  le  lecteur  ne  peut  qu'être  reconnaissant  des 
indications  nombreuses  qu'on  lui  fournit  et  qui  lui  évitent  un  tra- 
vail pénible  de  reclierclies. 

Une  autre  qualité  de  l'auteur,  c'est  de  toujours  insister  sur  la  suite 
des  idées,  de  toujours  signaler  ce  qu'il  y  a  d'incomplet  dans  cer- 
taines démonstrations,  de  préciser  les  restrictions  qui  se  trouvent 
imposées.  Sans  adopter,  d'une  manière  absolue,  toutes  les  critiques 
qu'il  fait,  nous  devons  cependant  reconnaître  qu'il  a  souvent  raison, 
et  qu'il  est  toujours  bon  d'appeler  l'attention  du  lecteur  sur  les  points 
délicats  que  peut  présenter  soit  une  théorie,  soit  une  démonstration. 

Après  cet  aperçu  sur  les  quantités  d'ensemble,  nous  prierons 
l'auteur  de  vouloir  bien  nous  permettre  quelques  observations  sur 
les  détails. 

M.  Laurent  a  souvent  clierclié  la  concision,  soit  dans  les  démons- 
trations, soit  dans  l'écriture  des  formules  ;  il  nous  semble  que  l'excès 
contraire  est  préférable  dans  un  traité  qui  s'adresse,  d'après  les 
intentions  de  l'auteur,  à  ceux  qui  commencent  l'étude  de  la  Méca- 
nique. De  plus,  la  discussion  d'un  certain  nombre  de  questions 
n'est  pas  poussée,  selon  nous,  aussi  loin  qu'elle  devrait  l'être. 

Nous  sommes  obligés  de  dire  qu'il  reste  dans  l'ouvrage  un  assez 
grand  nombre  de  fautes  d'impression,  et  quelques-unes  sont  assez 
graves  pour  créer  quelques  embarras  au  lecteur  novice  ;  il  est  vrai 
qu'il  est  difficile  d'échapper  aux  fautes  d'impression,  mais  enfin  il 
faut  faire  la  part  du  feu  aussi  petite  que  possible. 

Nous  avons  aussi  remarqué,  dans  plusieurs  problèmes,  quelques 
inadvertances.  Ainsi,  pour  le  problème  IV ,  t.  I,  p.  i53,  plusieurs 
facteurs  numériques  sont  inexacts  ;  mais  la  forme  essentielle  du  ré- 
sultat n'est  pas  atteinte. 
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Dans  la  reclierche  du  centre  de  gravité  du  cylindre  tronqué, 
t.  J,  p.  iSp,  les  constantes  a,  (3,  y  ne  doivent  plus  avoir  à  la  fin 
du  calcul  la  même  sit'jniUcation  qu'au  commencement,  ce  qui  est 
un  inconvénient  assez  grave,  et  l'auteur  n'en  avertit  pas.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  de  remédier  au  mal;  il  suffît  de  faire  le  choix  d'axes 
convenables  dès  le  commencement  du  calcid,  et  de  définir  alors,  par 
rapport  à  ces  nouveaux  axes,  le  plan  de  troncature 

a:  ces  a -f- jcos  p  4- 2C0sy — p  =  o;    . 

le  calcul,  d'ailleurs  fort  simple,  qui  se  trouve  dans  l'ouvrage,  se  dt^ 
veloppe  alors  sans  modification  aucune,  et  les  résultats  sont  parfaite- 
ment exacts.  L'auteur  aurait  pu  faire  remarquer  que  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  vérifient  l'équation 

.r  cos  a -f- j^"  cos  ;3  +  3  ces  7  —  -  =  0. 

Dans  un  certain  nombre  de  problèmes,  l'auteur  suppose  la  masse 
égale  à  l'unité  -,  c'est  là  une  simplification  illusoire  qui  nous  parait 
présenter  plus  d'inconvénients  que  d'avantages. 

Enfin,  nous  remarquerons,  contrairement  à  l'assertion  de  M.  Lau- 
rent, que  l'intégrale  /     o,Tdt  avait  été  désignée  par  Hamilton  sous  le 

nom  de  fonction  caractéristique^  et  non  sous  celui  de  fonction  prin- 
cipale [Philosophical  Transactions,  i834,  p.  aaa). 

Parmi  les  nombreuses  démonstrations  que  comporte  une  même 
proposition,  M.  Laurent  a  toujours  eu  le  soin  de  choisir  la  plus 
simple,  tout  en  se  rapprochant  autant  que  possible  des  méthodes 
directes.  Cependant  il  nous  semble  que,  dans  certains  cas,  le  choix 
pouvait  être  dillérent. 

Ainsi,  pour  le  théorème  (a,,  Cj)  =  const.,  la  démonstration  de 
Donkin  [Pliilosophical  Transactions,  i854)  nous  parait  préférable  à 
à  celle  de  Caucliy. 

Quant  à  la  résolution  des  équations  {2*^  vol.,  p.  1 18) 

H;  Il  II 

=  1,     1=1,1,. ..^n, 


rt,  H-  /;         «2  +  li  '         a„  -f  li 

il  y  a  une  méthode  tout  aussi  directe  que  celle  de  Jacobi  et  beaucoup 
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plus  simple.  Il  suffit  de  remarquer  que  l'équation  en  X 


«« 


admet  pour  racines  :  Xj,  /2,.--î  ^n-  Si  l'on  pose  alors  aj  -f-  X  :=:  t,  les 
racines  de  l'équation 

■Ci  p  p 

—  —\—  ——————  — )—  .  , 


a„  —  rt,  +  - 


seront  «i-f-^i,  aj-j-^s,...,  «i  4- X,.;  ^^  prenant,  dans  cette  équa- 
tion, le  produit  des  racines,  on  trouve,  sans  qu'il  soit  besoin  d'efïec- 
tuer  aucun  calcul, 

(  rt,    +    }l,  )  (  «1    +    ^2  )  .    .   .  (  «1    +    >„  ) 


l\ 


rii—  ax)[ai  —  a,). . .  «r„ 


Ce  procédé  est  attribué,  croyons-nous,  à  Chelini. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  questions  de  détail.  Si 
nous  n'avons  pas  craint  de  formuler  un  certain  noml)re  de  critiques, 
qui  ne  portent  d'ailleurs  que  sur  des  parties  accessoires,  c'est  que 
nous  avons  considéré  ce  Traité  comme  un  livre  très-sérieusement 
fait.  Le  cadre  en  est  bien  dessiné^  les  idées  sont  amenées  dans  leur 
ordre  logique  5  les  démonstrations  sont  bien  choisies,  et  l'auteur, 
tout  en  restant  dans  les  limites  étroites  du  programme  de  licence,  a 
su  placer  son  ouvrage  à  la  hauteur  des  connaissances  nouvelles.  Ce 
Traité,  qui  doit  devenir  classique  et  qui  se  perfectionnnera  certaine- 
ment dans  de  nouvelles  éditions,  a  le  grand  mérite  de  faire  pénétrer 
dans  l'enseignement  élémentaire  de  la  Mécanique  des  théories 
importantes,  des  méthodes  fécondes  c|u'on  ne  saurait  trop  propager. 

L.  P. 

BALTZER  (R-).  Théorie  und  Anwendung  der  Determinanten. 
Dritte  verbesserte  Aullage,  Leipzig,  Hirzel ,  1870.  —  In-8°, 
237  p.  n. 

Un  compte  rendu  détaillé  de  l'ouvrage  de  M.  Baltzer  serait  par- 
faitement   inutile,   et  nos  lecteurs  connaissent    soit   la   traduction 


(')  Baltzer  (R.)»  Théorie  et  applications  des  déterminants  ;  3®  édition,  revue  et  aug- 
mentée. 
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française  due  à  notre  collaborateur  M.  Hoiiel,  soit  les  deux  éditions 
originales  pulaliées  par  l'auteur  en  Allemagne.  La  troisième,  que 
nous  avons  sous  les  yeux,  se  distingue  des  précédentes  par  d'im- 
portantes additions.  L'auteur  a  utilisé  en  particidier  d'excellentes 
remarques  qui  lui  ont  été  communiquées  par  ÎNLM.  Borcliardt,  Kro- 
necker,  Weierstrass;  plusieurs  Cliapitres  de  l'ouvrage  ont  été  re- 
maniés, surtout  dans  la  partie  consacrée  aux  applications.  Nous  si- 
gnalerons, en  particulier,  un  résumé  des  recherches  de  M.  Borcliardt 
sur  les  tétraèdres  de  volume  maximum  parmi  ceux  dont  les  faces 
ont  des  aires  données.  Lagrange,  dans  l'étude  de  cette  question, 
avait  été  conduit  à  une  équation  du  quatrième  degré,  qu'il  n'a  pas 
discutée  complètement.  M.  Borcliardt  a,  depuis,  repris  la  cjuestion, 
en  la  généralisant,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  et  c'est 
un  extrait  de  ses  recherches  que  nous  présente  M.  Baltzer.  Le  Cha- 
pitre sur  les  déterminants  fonctionnels  a  été  beaucoup  augmenté^ 
nous  sommes  étonné  seulement  que  ]\L  Baltzer  n'ait  pas  mis  à  profit 
la  lumineuse  exposition  de  cette  théorie  qu'a  donnée  M.  Bertrand 
dans  le  Journal  de  Liouville.  La  définition  qu'adopte  ISl.  Bertrand 
a  l'avantage  de  se  rattacher  aux  propriétés  les  plus  élémentaires  des 
déterminants;  elle  fournit  la  démonstration  immédiate  intuitive  de 
tous  les  théorèmes  relatifs  aux  déterminants  fonctionnels,  et  éclaircit 
beaucoup  la,  théorie  de  la  transformation  des  intégrales  multiples. 
Ajoutons  que  M.  Kronecker  a  fait  paraître,  dans  le  Journal  de  Bor- 
chardt^  t.  72,  p.  102,  une  Lettre  à  M.  Baltzer,  qui  contient  une  foule 
de  remarques  intéressantes  sur  différents  points  de  la  théorie  des 
déterminants.  C'est  là  un  témoignage  mérité  d'estime  qui  nous  dis- 
pense de  louer  M.  Baltzer.  G.  D. 


GRAINDORGE.  —  Mémoike  sur  l'intégration  des  équations  de 
LA  Mécanique;  dissertation  inaugurale  présentée  pour  l'obtention 
du  diplôme  de  docteur  spécial  en  sciences  physico-mathématiques. 
Bruxelles,  1871. 

M.  Graindorge  s'est  proposé,  dans  cette  thèse,  de  résumer  les  tra- 
vaux de  Lagrange,  Hamilton,  Jacobi,  Bertrand,  Bour,  etc.,  sur  l'in- 
tégration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
Parmi  les  démonstrations,  souvent  nombreuses,  des  théorèmes  prin- 
cipaux qui  se  présentent  dans  cette  théorie,  l'auteur  a  su  choisir  les 
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plus  simples.  Son  Mémoire  rendra  donc  service  à  ceux  qui  veulent 
aborder  l'étude  des  mémoires  originaux  se  rapportant  à  cette  belle 
question.  ■     L.  P. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

TRANSACTIONS  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh  ('). 

T.  XXVI,  i^''  partie,  1869-70. 

Maxwell  (J.-C).  —  Sur  les  figures,  charpentes  et  diagrammes- 
rcciproques  des  forces.  (4o  p.) 

Deux  figures  rectilignes  sont  réciproques,  lorsque  chaque  ligne 
de  l'une  est  perpendiculaire  à  la  ligne  correspondante  de  l'autre,  et 
que  les  lignes  concourant  en  un  point  dans  l'une  des  figures  corres- 
pondent à  des  lignes  formant  un  polygone  fermé  dans  l'autre.  Si  l'on 
suppose  que  l'une  des  figures  réciproques  représente  un  système  de 
points  soumis  à  des  tensions  ou  pressions  dirigées  suivant  les  lignes 
de  la  figure,  et  que  les  forces  qui  agissent  suivant  ces  lignes  soient 
représentées  en  grandeur,  comme  elles  le  sont  en  direction,  par  les 
lignes  correspondantes  de  l'autre  figure,  alors  chaque  point  de  la 
première  figure  sera  en  équilibre. 

Si  la  première  figure  représente  une  charpente  dont  les  pièces 
soient  considérées  comme  réduites  à  des  lignes,  l'autre  figure  repré- 
sentera un  système  de  forces  qui  tiendrait  la  charpente  en  équilibre  ^ 
et  si  l'on  a  les  données  nécessaires  pour  déterminer  ces  forces,  on 
pourra  tracer  la  figure  réciproque  de  manière  à  représenter,  sur  une 
échelle  connue,  les  valeurs  actuelles  de  toutes  ces  forces.  On  obtient 
ainsi  une  méthode  graphique,  qui  peut  remplacer  le  calcul,  en  four- 
nissant beaucoup  plus  rapidement  une  approximation  suffisante  (^). 
Le  but  du  présent  JMémoire  est  de  développer  l'idée  des  figures  ré- 
ciproques, d'en  démontrer  la  connexion  avec  l'idée  des  polaires  réci- 
proques en  mathématiques,  et  de  l'étendre  à  des  figures  à  trois  dimen- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  ijg. 

{■)  Voir  un  Mémoire  do  M.  Fleeming  Jenkin  dans  le  volume  précédent  des  Transac- 
tions of  the  R.  Soc.  of  Edinhurgh.  {Bulletin,  t.  I,  p.  i6i.) 
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sions  et  à  des  cas  où  les  efforts,  au  lieu  de  s'exercer  suivant  des 
lignes,  se  distribuent  d'une  manière  continue  à  l'intérieur  d'un  corps 
solide.  L'auteur  a  été  conduit  à  reconnaître  la  liaison  de  cette  théo- 
rie avec  celle  d'une  fonction  très-importante,  introduite  par  >!.  Airy 
dans  son  Mémoire  :  On  the  i^lrains  in  the  interior  of  heams  (^).  Une 
longueur  proportionnelle  à  cette  fonction  de  l'effort  étant  portée  sur 
une  perpendiculaire  élevée  en  chaque  point  d'une  tranche  plane  en 
équilibre  sous  l'action  des  efforts  intérieurs,  on  peut,  à  l'aide  de  la 
surface  ainsi  obtenue,  construire  simplement  la  résultante  des  efforts 
exercés  par  une  portion  de  la  tranche  sur  l'autre  portion.  Cette 
fonction  sert  à  former  les  équations  d'écjuilibrc  d'un  corps  élastique, 
principalement  dans  le  cas  des  poutres  homogènes. 

Sang  (E.).  —  Sur  l'extension  de  la  méthode  de  Brouncker  à  la 
comparaison  de  plusieurs  grandeurs.  (10  p.) 

Lorsque  le  rapport  de  deux  grandeurs  dépend  d'une  équation  du 
second  degré  à  coefficients  entiers,  ce  rapport  peut  se  développer  en 
fraction  continue  périodique,  doù  l'on  tire  une  loi  récurrente  pour 
la  formation  des  termes  des  fractions  qui  expriment  les  valeurs  indé- 
finiment approchées  de  ce  rapport.  iM.  Sang  a  fait  voir  que  si  l'on 
renverse  la  loi  de  récurrence  qui  sert  à  former  les  termes  des  fractions 
qui  tendent  vers  l'une  des  racines  de  l'équation  du  second  degré,  on 
obtiendra  les  termes  des  fractions  qui  convergent  vers  l'autre  racine. 

L'algorithme,  tiré  primitivement  de  la  considération  des  fractions 
continues  périodiques,  et  qui  permet  de  calculer  des  expressions  in- 
définiment approchées  des  racines  d'une  éqifàtion  du  second  degré, 
peut  être  étendu  de  manière  à  fournir  des  valeurs  approchées  de  la 
plus  grande  et  de  la  plus  petite  racine  d'une  équation  de  degré  quel- 
conque à  coefficients  entiers. 

Les  fractions  continues  et  les  racines  des  équations  du  second  de- 
gré qu'elles  expriment  ont  pour  origine  la  comparaison  de  deux 
quantités  A,  B,  faite  au  moyen  des  équations 

A  =  p.lî  +  C,     B  =  /?,C  +  D,     C=p,B-^E,..., 

qui  conduiraient  à  la  plus  grande  commune  mesure,  si  A  et  B  étaient 

p 
des  quantités  commensurables  entre  elles.  Si  l'on  désigne  par  —  > 

(')  Sur  les  efforts  à  l'intérieur  des  poutres  {P/iilosop/iical  Transactions,  i863). 
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P'     P"        . 

fv'   TV'  ^^^^^^  fractions  convergentes  consécutives  de  la  fraction  con- 
tinue ainsi  obtenue,  on  a,  comme  on  sait, 


P  P' 

QQ' 


P'  V" 

O'O" 


Considérons  maintenant  trois  quantités  A,  B,  C,  et  formons,  par 
un  algorithme  analogue,  les  équations 


P 

P' 

P" 

P' 

P'^ 

P' 

Q 

Q' 

Q" 

=  -f- 

Q' 

Q" 

Q' 

H 

IV 

R" 

R' 

]\" 

R 

Pn  Pit  Ps-,---  étant  des  entiers  tous  différents  de  zéro;  ç,,  q^^  qs-,--- 
des  entiers  pouvant  s'annuler.  Au  moyen  de  ces  entiers,  on  pourra 
former  trois  suites  de  nombres,  dont  les  termes  correspondants  se- 
ront dans  des  rapports  qui  convergeront  vers  ceux  de  A,  B,  C.  Si 
P,  Q,  R  -,  F,  Q',  R'  ;  P",  Q",  R''  ;  P'",  Q'",  R'''  sont  quatre  systèmes 
consécutifs  de  termes  correspondants,  on  aura  entre  ces  termes  les 
relations 


=:  -f-  I, 


La  comparaison  de  trois  quantités  pouvant  conduire  à  la  résolution 
d'une  équation  du  troisième  degré,  comme  l'auteur  l'a  montré  dans 
un  précédent  Mémoire,  on  a  ainsi  un  procédé  pour  le  calcul  approxi- 
matif des  racines  de  ces  équations.  Cette  méthode  peut  s'étendre  à  la 
comparaison  d'un  nombre  quelconque  de  grandeurs. 

Tait.  —  Sur  le  théorème  de  Green  et  sur  d'autres  théorèmes  qui  s'y 
rattachent.  (i6  p.) 

L'auteur  a  pour  but,  dans  ce  travail,  de  combler,  au  moins  en 
partie,  une  lacune  qu'il  a  remarquée  depuis  longtemps  dans  la  théo- 
rie des  quaternions.  Pour  appliquer  cette  théorie  aux  recherches 
générales  concernant  l'électricité,  le  mouvement  des  fluides,  etc.,  il 
faut  avoir  les  moyens  de  coiuparer  les  intégrales  quaternionaires 
prises  sur  une  surface  fermée  avec  les  intégrales  prises  à  l'intérieur 
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de  cette  surface;  ou  encore  les  intégrales  prises  sur  une  portion  non 
fermée  de  surface  avec  les  intégrales  prises  le  long  de  son  contour. 
M.  Tait  s'est  aperçu  que,  dans  des  Mémoires  publiés  dans  le  Quar- 
terly  Math.  Journal  et  dans  les  Proceedings  de  la  Société  Royale 
d'Ediniboiu'g,  il  avait  déjà  presque  résolu  la  question,  dont  il  donne 
maintenant  la  solution  complète. 

Deas  (Fr.).  —  Sur  les  spectres  formés  par  le  passage  de  la  lumière 
polarisée  à  travers  les  cristaux  doublement  réfringents.  (8  p.) 

Maxwell  (C).  —  Appendice  au  Mémoire  précédent.  (4  p-) 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires   des    séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,  publiés  par  IMM.  les  Secrétaires  perpétuels  (^). 

Tome  LXXII. 
N°  1.  Séance  da  2  janTier  1871. 

YvoN  ViLLAKCEAr.  —  Études  sur  le  mouvement  des  meules  horizon- 
tales de  moulins  à  blé  et  méthodes  pour  les  équilibrer. 

La  théorie  du  mouvement  des  meules  horizontales  est  à  peine  ef- 
fleurée dans  les  traités  de  Mécanique  appliquée  ^  cette  étude  offre 
une  application  importante  de  la  théorie  du  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  M.  \illarceau  aborde  la 
question  à  l'aide  des  formules  données  par  Lagrange  et  déduit  de  son 
calcul  deux  méthodes  pour  équilibrer  les  meules  horizontales. 

Le  Mémoire  de  M.  Villarceau  se  trouve  publié  in  extenso  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville. 

BiENAYMÉ. —  Rectification  de  listes  d'articles  détachés  rfeM.  Cauchy, 
publiées  dans  deux  catalogues  différents,  et  restitution  à  M.  Coxirnot 
de  quelques-uns  de  ces  articles. 

«  Lorsque  les  Comptes  rendus  de  cette  Académie  n'existaient  pas, 
notre  illustre  confrère  M.  Cauchy  a  souvent  enrichi  le  Bulletin  des 
Sciences  de  M.  de  Férussac  par  des  Communications  d'oeuvres  de  sa 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  177. 


ao4  BULLETIN  DES  SCIENCES 

plume  féconde.  C'ctai(;nt  parfois  des  Mémoires  entiers,  ou  des  Rap- 
ports faits  à  l'Académie,  parfois  de  simples  Extraits  de  ses  travaux. 
M.  Caucliy  attachait  toujours  son  nom  à  ses  publicalioas,  et  il  n'est 
pas  possible  de  s'y  méprendre.  En  France,  personne  ne  pourrait  lui 
attribuer  d'autres  articles,  quelque  remarquable  que  put  en  être  le 
sujet.  Mais,  à  l'étranger,  on  a  pu  se  tromper  sur  ce  point,  parce  qu'on 
lit  aussi,  dans  le  même  Bulletin,  un  assez  grand  nombre  d'articles 
souscrits  de  deux  Jettres  A.  C,  et  parce  que  notre  confrère,  qui  por- 
tait les  prénoms  Ci  Augustin- Louis,  signait  habituellement  Angiistin 
Cauchy  ou.  A.  Cauchy.  Aucun  des  articles  signés  A.  C.  n'appartient  à 
M.  Cauchy  j  et  il  est  si  riche  en  ce  genre,  qu'on  ne  saurait  lui  faire  le 
moindre  tort  en  restituant  au  véritable  auteur  quelques-unes  de  ces 
pièces  qui  ont  été  comprises  par  erreur  parmi  les  siennes  dans  des 
listes  très-utiles  aux  hommes  studieux,  dressées  en  Angleterre  et  en 
Italie. 

))  C'est  d'abord  dans  le  Catalogue  ofscientific  Papers,  publié  par  la 
Société  Royale  de  Londres,  i"  vol.,  1867,  que  se  sont  produites  quel- 
ques confusions  de  cette  espèce.  On  trouve  dans  les  467  numéros 
ali'cctés  au  seul  M.  Cauchy,  17  articles  du  Bulletin  de  M.  de  Férussac. 
Sur  ce  dernier  nombre  6  sont  souscrits  A.  C,  et  ils  sont  la  propriété 
de  M.  Cournot,  dont  le  nom  est  bien  connu  de  l'Académie.  M.  Cour- 
not  a  reçu  les  prénoms  à' Antoine- Augustin,  et  il  signe  habituellement 
Augustin  Cournot  ou  A.  Cournot.  Dans  le  Bulletin  de  M.  de  Férussac, 
il  mettait  simplement  A.  C.  au  bas  des  nombreuses  Notes  qu'il  don- 
nait à  ce  Recueil.  Mais,  avec  un  peu  d'attention,  les  rédacteurs  du 
Catalogue  de  la  Société  Royale  auraient  trouvé  son  nom  tout  entier 
dans  les  tables  du  Bulletin,  à  l'indication  des  articles  les  plus  impor- 
tants, qui  sont  précisément  ceux  parmi  lesquels  ils  en  ont  choisi 
quelques-uns  pour  les  attribuer  à  notre  éminent  confrère. 

))  Voici  la  JXoticc  exacte  des  six  articles  en  question,  qu'on  peut 
voir  dans  les  pages  consacrées  à  M.  Cauchy  dans  le  Catalogue  de  la 
Société  Royale  de  Londres  : 

»  ]X°  34  du  Catalogue;  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  VI,  p.  i  : 

))  Sur  le  calcul  des  conditions  d'inégalité  annoncé  par  M.  Fourier. 

))  Cet  article  rend  compte  de  ce  qu'on  pouvait  savoir  du  projet  de 
M,  Fourier  par  le  peu  que  l'illustre  auteur  et  ]M.  Navier  en  ont  dit. 
Des  remarques  judicieuses  y  sont  développées  par  M.  Cournot.  On 
ignore  malheureusement  encore  quel  devait  être  le  procédé  simple  et 
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uniforme  que  M.  Fourier  annonçait  pour  la  résolution  des  inégalités 
linéaires. 

»  L'article  porte  les  lettres  A.  C.  Il  n'y  a  pas  d'autre  indication 
dans  la  table  du  Cahier  du  BuUclin.  Dans  la  table  du  volume,  le  nom 
de  M.  Cournot  se  lit  en  entier, 

))  IN°  37  du  Calalogucj  liuUelin  de  M.  de  Férussac,  vol.  VII,  p.  4 
et  85  : 

»  Sur  les  percussions  entre  deux  corps  durs  qui  se  choquent  en  plu- 
sieurs points. 

»  Ce  travail,  coupé  en  deux  articles,  offre  plus  d'une  vue  originale 
propre  à  M.  Cournot. 

»  Il  est  signé  A.  C  ;  mais,  dans  les  tables  des  Cahiers  et  dans  celle 
du  volume,  se  trouve  le  nom  de  M.  Cournot. 

»  iN°  38  du  Catalogue^  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  YIII, 
p.  i65  : 

))  Extension  du  principe  des  vitesses  virtuelles  au  cas  où  les  conditions 
de  liaison  du  système  so7it  exprimées  par  des  inégalités. 

»  C'est  un  article  original  souscrit  des  lettres  A.  C.  Mais  le  nom 
de  l'auteur,  JNI.  Cournot,  est  indiqué  dans  les  tables  du  Cahier  et  du 
volume  du  Bulletin. 

))  jX''  42  du  Catalogue;  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  IX,  p.  lo  : 

))  Sur  la  théorie  des  pressions. 

»  L'auteur  traite  dans  ce  morceau  très-intéressant  du  cas  d'équi- 
libre dont  les  pressions  restent  indéterminées  si  l'on  se  borne  aux 
conditions  purement  statiques.  Il  rappelle  les  idées  qu'il  a  émises 
dans  les  articles  précédents  du  tome  VU  du  Bulletin  (ci-dessus  n°  37). 
11  a  appris  postérieurement,  dit-il,  qu'Euler  et  Lambert  avaient  envi- 
sagé les  cas  dont  il  s'agit  sous  le  même  point  de  vue.  Cela  l'engage  à 
développer  le  principe  d'expérience,  ou  de  raison,  sur  lequel  il  s'ap- 
puie, et  qui  constituerait  ce  qu'il  appelle  une  Dynamique  latente.  Il 
parait  que  bien  plus  récemment  le  savant  M.  Ménabrea  a  fait  usage 
du  même  principe,  sous  le  nom  de  principe  d'élasticité. 

))  Les  lettres  A.  C.  sont  seules  à  la  fin  de  l'article.  Le  nom  de 
Cournot  est  en  entier  dans  les  tables. 

»  ]\"  43  du  Catalogue;  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  IX,  p.  i58  : 

»  Observations  sur  les  conditions  d'équilibre  des  fluides.    ■ 

))  Ce  court  article  rappelle  la  remarque  de  d'Alembert  sur  l'insuf- 
fisance de  la  condition  d'intégrabilité  pour  l'équilibre  d'un  fluide,  et 
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fait  voir  que  cette  remarque  est  une  conséquence  naturelle  de  la  mé- 
thode d'Euler  qui  est  suivie  ordinairement  dans  les  traités  de  Méca- 
nique. 

»  Les  lettres  A.  C.  à  la  fin  de  l'article  et  le  nom  de  Cournot  dans 
les  taljlcs  en  indiquent  clairement  l'auteur. 

))  jN°  61  du  Catalogue j  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  XVI, 
p.  3: 

»  Solution  d^ un  problème  d'Algèbre  légale. 

))  11  s'agit  de  l'application  de  l'article  yjy  du  Code  civil  sur  l'héri- 
tage, qui  réduit  le  droit  de  l'enfant  naturel,  dans  le  cas  d'existence 
d'enfants  légitimes,  au  tiers  de  ce  qu'il  aurait  eu  s'il  eût  été  légi- 
time. 

))  On  sait  que  cet  article  du  code  est  d'une  rédaction  obscure  tout 
au  moins  et  qui  met  en  évidence  combien  peu  le  raisonnement  ma- 
thématique avait  pénétré  dans  les  esprits  des  jurisconsultes  de  l'é- 
poque. Aujourd'hui  même  on  parait  ignorer  quelle  est  la  multiplicité 
des  aiiaires  dont  la  solution  équitable  dépend  des  connaissances 
arithmétiques,  algébriques  ou  géométriques  des  juges.  Ainsi  toutes 
les  questions  tant  discutées  de  l'intérêt  de  l'argent  seraient  depuis 
longtemps  résolues,  si  des  idées  nettes  et  précises  sur  la  nature  de 
l'intérêt  entraient  dans  l'éducation  générale.  INIais  ce  n'est  pas  le  lieu 
d'insister  sur  ce  point. 

»  La  solution  de  M.  Cournot  parait  satisfaisante. 

))  L'article,  quoique  signé  A.  C,  porte  par  erreur  dans  la  petite 
table  du  Cahier  le  nom  de  M.  Francœur  j  mais  la  table  générale  du 
volume  XVI  le  restitue  à  M.  Cournot.  On  sait  d'ailleurs  que  cette  so- 
lution est  bien  de  lui. 

»  11  est  aisé  de  ix'connaitre,  même  par  ces  courtes  indications,  que 
les  articles  de  M.  A.  Cournot  pouvaient  être  distingués  de  ceux  de 
M.  A.  Cauchy,  et  on  même  temps  que  le  sujet  de  plusieurs  de  ces  ar- 
ticles n'était  nullement  indigne  d'attirer  l'attention  toujours  en  éveil 
de  notre  illustre  géomètre.  Il  était  dès  lors  possible  que  les  étrangers 
s'y  trompassent,  en  compilant  de  nombreuses  collections  de  Mé- 
moires détachés  pour  en  former  l'immense  Catalogue  de  pièces  scien- 
tifiques mis  par  les  soins  et  la  libéralité  de  la  Société  Royale  de 
Londres  à  la  disposition  du  public. 

))  Les  mêmes  erreurs  ont  été  reproduites  dans  un  tableau  qui  fait 
suite  à  une  analyse  complète  de  l'ouvrage  de  M.  Valson  sur  la  Vie  et 
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les  Travaux  de  M.  Cauchy,  public  par  lé  prince  Boiicoiupagni.  Ce 
tableau  a  été  rédigé  par  M.  iSarducci  et  se  trouve,  après  l'aualyse  de 
M.  Boncompagui,  daus  la  livraison  de  février  1869  du  Bulletin  de 
Bibliographie  et  d'Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  physiques 
[Builetlino  di  Bibliografia  e  di  Storia  délie  Scienze  matcmatiche  e  fisiche) 
c£ui  parait  à  Rome.  On  sait  que  le  prince  en  fait  généreusement  les 
frais,  et  qu'on  y  voit  les  reclierclies  les  plus  curieuses  sur  d'anciens 
ouvrages  pour-  la  réunion  desquels  il  n'épargne  ni  les  soins  ni  les  dé- 
penses. 

))  Il  suffira  de  peu  de  mots  pour  rapprocher  les  numéros  du  tableau 
de  M,  Narducci  des  indications  du  Catalogue  de  la  Société  Royale  de 
Londres.  Mais  il  est  nécessaire  de  signaler  auparavant  une  faute 
d'impression  qui  égarerait  le  lecteur  du  tableau. 

»  M.  Narducci  a  classé  les  pièces  de  notre  illustre  confrère  non  pas 
seulement  par  ordre  chronologique,  comme  l'a  fait  le  Catalogue  an- 
glais, mais  en  réunissant  toutes  celles  qui  ont  été  insérées  dans  le 
même  Recueil.  Ainsi,  sous  le  titre  Bulletin  de  Férussac,  il  donne 
l'indication  de  vingt-deux  articles  de  ce  Bulletin. 

»  La  faute  d'impression  consiste  en  ce  qu'au  lieu  de 

]\o  5  _  Vol.  Yîl,  p.  i6a  du  Bulletin; 
N«  6.  —  Vol.  VllI,  p.  333  du  Bulletin^ 

il  faut  lire 

N"5.  —  Vol.  VII,  p.  333  du  Bulletin; 
N°  6.  —  Vol.  VIII,  p.  i6j  du  Bulletin. 

»  L'article  du  vol.  MI  du  Bulletin,  p.  333,  est  en  effet  une  Note 
de  INI.  Cauchy  en  réponse  à  une  remarque  précédente  d'un  autre 
illustre  Membre  de  l'Académie,  M.  Poinsot. 

»  L'article  du  vol.  VIII  du  Bulletin,  p.  i65,  appartient  à  M.  Cour- 
not,  et  c'est  celui  qui  a  été  indiqué  ci-dessus  comme  correspondant 
au  n°  38  du  Catalogue  de  la  Société  Royale  de  Londres. 

;)  Cette  rectification  faite,  les  articles  3,4^6,  7,  8  et  20  du  tableau 
de  M.  Narducci  sont  ceux  qui  ont  été  rapportés  précédemment  sous 
les  n°^  34,  37,  38,  42,  43  et  61  du  Catalogue. 

»  11  est  juste  de  faire  observer  que  M.  Narducci,  tout  en  suivant 
ce  Catalogue,  a  dû  constater  directement  l'existence  de  toutes  les 
pièces  qu'il  cite,  car  il  a  soin  d'avertir  que  ces  six  articles  sont  signés 
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A.  C.  seulement,  et  en  outre,  il  donne  une  liste  de  quatre-vingt- 
onze  autres  pièces  portant  la  même  signature  dans  le  Bulletin  de 
Férussac.  S'il  avait  consulté  les  tables  de  cette  collection,  il  aurait, 
sans  nul  doute,  opéré  lui-même  la  rectification  que  cette  Note  a  pour 
objet  d'effectuer,  et  restitué  au  savant  ]M.  Cournot  des  morceaux  de 
grand  intérêt  dont  la  réputation  universelle  de  M.  Cauehy  n'avait 
nullement  besoin.   » 

N«  ±  Séance  du  9  jaiiTier  1871. 

Delaunay,  —  Lettre  de  Cassinl  IV  au  comte  d'Angivillers,  com- 
muniquée par  M.  DeLAUjNAY. 

La  Lettre,  dont  une  copie  est  présentée  par  M.  Delaunay  à  l'Aca- 
démie, est  une  de  celles  que  Cassini  IV  a  dû  écrire  pour  arriver  à  la 
restauration  de  l'Observatoire. 

Labrousse.  —  Sur  un  appareil  d'hélice  à  nacelle,  emporté  par  un 
ballon  qui  s'est  élevé  de  Paris  le  g  janvier. 
Lettre  de  M.  Labrousse  à  M.  le  Président. 

N°  3.  Séance  du  16  janvier  1871. 

MoRiN  (Le  Général).  —  Sur  les  cheminées  d'appartement. 

M.  le  général  Morin  discute  les  projiriétés  de  deux  types  de  che- 
minées à  l'aide  des  formides  qu'il  a  données  dans  ses  Études  sur  la 
ventilation. 

Chasles.  —  Note  relative  à  V établissement  de  V Observatoire. 

M.  Cliaslcs  présente,  à  cette  occasion,  quelques  observations  cri- 
tiques relativement  à  la  Lettre  communiquée  dans  la  séance  précé- 
dente par  M.  Delaunay. 

N"  4.  Séance  du  25  janvier  1871. 

Delaujvay.  —  Réponses  aux  observations  de  M.  Chasles,  relatives  à 
la  Lettre  de  Cassini  IV  au  comte  d'Ângivillers. 

K°  5.  SéaDce  du  30  janvier  1871. 

Le  HiR  adresse  une  nouvelle  Note  relative  à  l'aérostation. 
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]N°  6.  Séance  da  0  février  1871. 

Chasles.  —  Réflexions  sur  les  observations  de  M.  Delaujvay  rela- 
tives à  la  Lettre  du  comte  de  Cassini. 

Le  VEAU  (G).  —  Éléments  et  éphémérides  de  la  petite  planète  (^ 
Héra. 

M.  I^cvcau  joint,  à  l'épliéméride  qu'il  présente  pour  la  planète  @, 
les  positions  de  la  planète  pour  l'année  1871. 

N°  7.  Séance  du  13  février  1871. 

]X°  8.  Séance  du  20  février  1871. 

Meunier  (Stan.).  —  Situation  astronomique  du  globe  d'où  dérivent 
les  7nétéorites. 

FoNviELLE  (W.  de).  —  Observations  à  propos  de  l'expédition  du 
ballon  le  Duquesne. 

N°  9.  Séance  dn  27  février  1871. 

Janssen.  —  Lettre  de  M.  Jakssen  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel  sur 
les  résultats  du  voyage  entrepris  pour  observer,  en  Algérie,  VécUpse  de 
Soleil  du  22  décembre  dernier. 

M.  Janssen,  qui  avait  reçu  de  l'Académie  la  mission  d'observer 
cette  éclipse,  est  parti  en  ballon  de  Paris,  le  2  décembre  1870,  à 
6  heures  du  matin  ;  il  arriva  à  Oran  le  10  décembre.  Toutes  les  pré- 
cautions les  plus  habiles  avaient  été  prises  pour  observer  le  phéno- 
mène général  de  l'auréole,  en  obtenir  l'image  spectroscopique  et 
saisir  l'aspect  précis  des  formes  de  l'auréole  aux  divers  points  de  la 
ligne  centrale;  on  avait  eu  le  soin  de  multiplier  les  chances  de  suc- 
cès. Mais  un  temps  exceptionnellement  mauvais  rendit  inutiles  tous 
ces  préparatifs  5  aucune  observation  ne  fut  possible. 

Flammarion  (C).  —  Observation  de  la  lumière  zodiacale,  le  20  fé- 
vrier 1871. 

Fokvielle  (W.  de).  —  Halo  lunaire  vu  de  deux  stations  diffé- 
rentes. 

Lull.  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  II.  (Juillet  187  i.)  l4 
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N*^  10.  Séance  da  10  mars  I87I. 

M.  BosRAMiER  soumet  au  jugemcut  de  l'Académie  le  manuscrit 
d'un  opuscule  qu'il  se  propose  de  publier  sous  le  titre  :  «  Tables  nou- 
velles des  logarithmes  des  nombres  et  des  lignes  trigonométriques  à 
quatre  et  sept  décimales,  comprenant  un  recueil  de  formules,  des 
tables  usuelles  et  les  logarithmes  d'addition  et  de  soustraction.   » 

Hennessy  (H.).  —  Remarques  à  propos  d'une  Communication  de 
M.  Delaxjnay,  sur  les  résultats  fournis  par  l'Astronomie,  concernant 
V épaisseur  de  la  croûte  solide  du  globe. 

La  Communication  de  M.  Delaunay  a  été  faite  dans  la  séance  du 
i3  juillet  1866  5  les  remarques  de  M.  Hennessy  portant  sur  la  question 
de  priorité. 

M.  Elie  de  Beaitmont  présente,  à  cette  occasion,  plusieurs  obser- 
vations sur  le  refroidissement  du  globe  terrestre. 

Rekou.  — Sur  les  aurores  boréales  observées  à  Vendôme  en  1870. 

BouRDiN  (J.).  —  Sur  un  instrument  analogue  au  compas  aéronau- 
tique, décrit  par  ÏNL  Janssejn. 

M.  Janssen  avait  donné  la  description  de  cet  instrument  dans  la 
séance  du  27  février  1 87 1 . 

N°  11.  Séance  du  13  mars  1871. 

Delaunay.  —  Observations  relatives  à  V hypothèse  de  la  fluidité  in- 
térieure du  globe  terrestre,  à  V occasion  de  la  Lettre  récente  de 
M.  Henjnessy. 

«  La  Communication  que  j'ai  faite  à  l'Académie,  dans  sa  séance 
du  i3  juillet  1868,  relativement  à  l'hypothèse  de  la  lluidité  intérieure 
du  globe  terrestre,  n'avait  pas  pour  objet  de  faire  connaitre  un  ré- 
sultat nouveau  que  j'aurais  trouvé.  Je  me  proposais  seulement  de 
combattre  quelques  idées  qui  me  semblaient  erronées,  et  qui  étaient 
de  nature  à  jeter  quelque  trouble  dans  l'esprit  de  ceux  qui  s'occu- 
pent de  l'étude  de  la  constitution  de  notre  globe.  Aussi  ne  me  suis-je 
nullement  préoccupé  de  rechercher  si  les  considérations  que  je  vou- 
lais mettre  en  avant  avaient  déjà  été  produites  par  d'autres.  Je  suis 
heureux  d'apprendre,  par  la  Lettre  de  M.  Hennessy,  insérée  au  der- 
nier Compte  rendu,  qu'il  avait  déjà  combattu,  en  i85i,  les  idées  de 
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M.  Hopkins,  contre  lesquelles  je  me  suis  élevé  en  1868.  Mais  le  fait 
que  ces  idées  préoccupaient  encore  quelques  géologues  dans  ces  der- 
nières années,  d'autant  plus  qu'elles  avaient  été  fortement  appuyées 
par  M.  W.  Thompson  en  i863,  montre  que  la  Communication  que 
j'ai  faite  à  l'Académie  sur  ce  sujet  était  loin  d'être  inutile.   » 

Jordan  (C).  —  Sur  la  résolution  des  équations  les  unes  par  les 
autres. 

Une  des  questions  les  plus  générales  que  l'on  puisse  se  proposer 
sur  les  équations  est  la  suivante  : 

Déterminer  les  types  les  plus  généraux  d^ équations  irréductibles  dont 
la  résolution  équivaut  à  celle  d'équations  auxiliaires  appartenant  toutes 
à  un  même  type  donné  T  (ou  à  certains  types  donnés  T,  T',...}. 

M.  C.  Jordan  énonce  plusieurs  théorèmes  généraux,  applicables  à 
tous  les  cas  du  problème,  et  qui  resserrent  notablement  la  question. 
Ce  problème  général  donne  lieu  d'ailleurs  à  une  infinité  de  questions 
particulières,  dont  chacune  exige,  pour  être  résolue  en  entier,  des 
considérations  spéciales. 

M.  C.  Jordan  ajoute  ensuite  plusieurs  remarques  nouvelles  sur  le 
problème  de  la  résolution  des  équations  par  radicaux,  et  donne  les 
trois  tables  numériques  suivantes  : 

Table  A.  —  Du  nombre  M  des  types  résolubles  et  primitifs  de  degré  p 
[jusquau  millionième  degré]  j 

Table  B.  —  Du  nombre  total  A  des  types  résolubles  de  degré  a  [jusqu'au 
dix-millième  degré)  ; 

Table  C.  —  Des  congruences  irréductibles  que  servent  à  réduire  en  nom- 
bres la  formule  qui  donne  les  substitutions  du  groupe 
résoluble  (jusqu'au  degré  12000}. 

Jawssew.  — iNote  sur  le  compas  aéronautique. 

N°  12.  Séance  h  20  mars  1871. 

Luther  (R.)-  —  ^^-  Delaunay  annonce  à  l'Académie  qu'une  nou- 
velle planète  vient  d'être  découverte  le  12  de  ce  mois,  à  Bilk,  par 
M.  R.  Luther. 

Apparition  d'un  météore  lumineux  dans  la  soirée  du  vendredi  lymarsj 
observations  faites  parMIM.  Xambeu  et  Crevaux. 

14. 
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N°  43.  Séance  do  27  mars  1871. 

Saint-Venant  (de).  —  Formules  donnant  les  pressions  ou  forces 
élastiques  dans  un  solide^  quand  il  y  en  avait  déjà  en  jeu  d'une  intensité 
considérable  avant  les  petites  déformations  qu'on  lui  a  fait  éprouver. 

jNavier,  en  1821,  et,  plus  tard,  Lamé  et  Glajîeyron,  ont  établi  les 
équations  et  les  formules  des  forces  élastiques  des  solides  pour  le  seul 
cas  où  ces  corps,  avant  les  petits  déplacements  relatifs  supposés  sidjis 
par  leurs  points,  se  trouvaient  dans  l'état  dit  naturel,  où  aucune 
pression  ou  tension  ne  s'exerce  à  leur  intérieur.  Dans  l'intervalle, 
Caucliy  et  Poisson  établirent  des  formules  plus  générales,  applicables 
lorsque  des  pressions  d'une  intensité  quelconque  étaient  antérieure- 
ment en  jeu.  Celles  de  Caucliy  conviennent  à  des  corps  non  isotropes 
ou  de  contexture  cpielconque.  Tel  est  l'historique  que  M.  de  Saint- 
Venant  donne  de  la  question  actuelle. 

Dans  les  formules  de  Caucliy,  cjue  M.  de  Saint- Venant  prend 
comme  point  de  départ,  entrent  certains  coefficients,  dits  coefficients 
d'élasticité  qui  dépendent  des  distances  où  se  trouvaient  les  molé- 
cules les  uns  des  autres,  au  moment  où  agissaient  les  forces  élastiques 
ou  pressions  intérieures  initiales.  Il  était  indispensable,  surtout 
pour  le  problème  actuel,  d'exprimer  ces  coefficients  en  fonction  des 
pressions  initiales  et  d'autres  coefficients  d'élasticité,  de  valeur  fixe. 

C'est  la  reclierclie  de  ces  expressions  qui  est  l'objet  de  la  Aote  de 
M.  de  Saint-^  enant  5  il  obtient  ainsi  des  formules  comj)]étemeiit  gé- 
nérales, donnant  les  composantes  des  pressions  et  ne  renfermant 
plus,  comme  coefficients  d'élasticité,  que  des  quantités  mesurées  pour 
un  état  constant. 

Secchi  (Le  P.).  —  Nouveaux  résultats  d'observations,  concernant  la 
constitution  physique  du  Soleil. 

Curie.  —  Sur  la  théorie  de  la  poussée  des  terres. 

M.  Curie,  en  présentant  à  l'Académie,  un  Ouvrage  sur  la  théorie 
de  la  poussée  des  terres,  ouvrage  c[ui  reproduit,  à  quelques  modifica- 
tions de  détail  près,  un  Mémoire  qu'il  avait  présenté  dans  la  séance 
du  21  décembre  1868,  adresse  une  Note  ayant  pour  but  de  faire  voir 
que,  dans  le  cas  d'un  remblai  ordinaire  dépourvu  de  cohésion,  tel  par 
exemple  qu'un  sable  parfaitement  sec,  les  théorèmes  de  Caucliy, 
énoncés  par  M.  de  Saint-Venant  [Comptes  rendus,  1870,  p.  220),  ne 
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sont  pas  tous  trois  applicables.  M.  de  Saint- Venant  avait  rappelé 
ces  tlic'orèmes  dans  un  Rapport  sur  une  autre  théorie  relative  à  la 
poussée  des  terres,  due  à  jM.  Maurice  Levy,  dans  laquelle  l'auteur  se^ 
fonde  sur  les  trois  tliéorèmes  en  question. 

LoEWY  et  Tisserand.  —  Observations  de  la  nouvelle  planète  Luther, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  [VoirlsL  dernière  séance.) 

Communications  diverses  relatives  à  l'apparition  du  bolide  du 
ly  mars. 

N°  14.  Séance  du  3  avril  1871. 

SAI^'T-VEKA2^T  (de\  —  FormuUs  donnant  les  pressions  ou  forces 
élastiques  dans  un  solide,  quand  il  y  en  avait  déjà  enjeu  de  considérables 
avant  les  petites  déformations  qu'on  lui  a  fait  éprouver. 

M.  de  Saint-Venant  établit  par  une  seconde  méthode  les  formules 
générales  qu'il  avait  déjà  démontrées  dans  la  séance  précédente  et 
signale  plusieurs  cas  intéressants  où  elles  se  réduisent  à  une  forme 
plus  simple. 

Chasles.  — Détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  de  la 
classe  de  la  développée  et  de  la  caustique  par  réflexion  d'une  courbe 
géométrique  d'ordre  m  et  de  la  classe  n. 

M.  Chasles  précise  d'abord  le  nombre  des  normales  menées  d'un 
point  à  une  courbe  -,  et  formule  cette  proposition  : 

Le  nombre  des  normales  menées  d'un  point  P  à  une  courbe  U"„,  d'or- 
dre m  et  de  la  classe  n,  est  (wi  +  n). 

Lorsque  la  courbe  l]",^  a  un  point  multiple  d'ordre  r  en  chacun  des 
deux  points  circulaires  à  l'infini,  le  nombre  des  normales  qu'on  peut  lui 
mener  d'un  point  donné  est  réduit  à  (m  H-  w  —  ar). 

Quand  la  courbe  L"j  touche  la  droite  de  l'infini  en  un  seul  point,  le 
nombre  des  normales  est  réduit  à  {m-hn —  i). 

M.  Chasles  établit  très-simplement  ces  diverses  propositions  par 
\e  principe  de  correspondance;  nous  devons  ajouter  que  l'Analyse  al- 
gébrique en  fournit  des  démonstrations  également  fort  simples. 

Passant  à  la  réflexion  sur  une  courbe  U"„,  M.  Chasles  énonce  et 
démontre  le  théorème  général  suivant  : 

Lorsque  des  rayons  émanés  d'un  point  Q  se  réfléchissent  sur  une 
courbe  U"„,  les  réfléchis  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  m-+-  in. 
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Newcomb  (S.").  —  Théorie  des  perturbations  de  la  Lune  qui  sont 
dues  à  faction  des  planètes. 

L'extrait  suivant,  présenté  par  M.  Newcomb,  donnera  une  idée 
de  l'objet  de  son  Mémoire  : 

«  On  a  coutume  de  considérer  le  proljlème  du  mouvement  de  la 
Lune  autour  de  la  Terre  comme  consistant  à  déterminer  les  pertur- 
bations du  mouvement  elliptique  de  ces  deux  astres  autour  de  leur 
centre  commun  de  gravité.  Quand  nous  ne  considérons  que  l'action 
perturbatrice  du  Soleil,  cette  méthode  est  la  plus  simple  C|ue  les  géo- 
mètres ont  imaginée  jusqu'ici.  Mais  lorsqu'on  considère  l'action  d'un 
quatrième  corps,  tel  qu'une  planète,  elle  est  sujette  à  plusieurs  in- 
convénients, dont  je  ne  signalerai  que  celui-ci  :  que  la  force  pertur- 
batrice du  Soleil  étant  sensiblement  différente  à  cause  des  perturba- 
tions que  peut  produire  la  planète  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  il 
faut  tenir  compte  des  produits  de  la  force  perturbatrice  de  la  planète 
par  les  puissances  successives  de  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  ce 
qui  rend  une  solution  rigoureuse  du  problème  fort  diflîcile. 

))  Dans  le  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  d'offrir  à  l'Académie,  j'ai 
tâché  d'éviter  ces  difficultés  en  regardant  la  force  perturbatrice  du 
Soleil  comme  l'une  des  forces  principales,  et  en  posant  le  problème 
comme  il  suit  : 

»  Le  problème  des  trois  corps  étant  résolu,  trouver  les  perturbations 
de  leurs  mouvements  qui  sont  produites  par  faction  d'un  quatrième 
corps,  par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  du  mou- 
vement, en  faisant  usage  des  formules  générales  de  Lagrange.  » 

M.  Boussijnesq.  —  Étude  nouvelle  sur  V équilibre  et  le  mouvement  des 
corps  solides  élastiques  dont  certaines  dimensions  sont  très-petites  par 
rapport  à  d'autres.  Premier  Mémoire  :  Des  tiges. 

Ce  Mémoire  a  été  publié  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de 
M.  Liouville  année  1 871  ;  il  en  sera  rendu  compte  dans  l'analyse  de 


ce  iournal 
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MÉLANGES. 

DÉMONSTRATION  DE  LA  CONTINUITÉ  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE; 
Par  m.  OSSIAN  BONNET. 

Le  théorème  sur  la  continuité  des  racines  d'une  équation  algé- 
brique a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  Caucliy,  dans  les 
nouveaux  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  II, 
p.  109;  mais  la  démonstration  de  l'illustre  géomètre,  fondée  sur  la 
considération  des  contours  imaginaires,  n'est  pas  de  nature  à  trou- 
ver place  dans  les  éléments.  Depuis,  et  quoiqu'il  s'agisse  d'une 
propriété  tout  à  fait  fondamentale  sur  laquelle  reposent  plusieurs 
tliéories  importantes,  notamment  celle  des  asymptotes  aux  courbes 
algébriques  de  degré  quelconque,  aucun  auteur,  que  je  sache,  n'a 
essayé  de  parvenir  plus  simplement  au  but.  Je  pense  donc  faire  une 
chose  utile  en  publiant  ici  une  démonstration  qui  ne  suppose  que 
les  notions  élémentaires  relatives  à  la  composition  des  équations. 

Je  commencerai  par  bien  préciser  le  sens  que  l'on  doit  attacher  à 
la  continuité  des  fonctions. 

Définition  I.  —  Étant  donnée  une  fonction  réelle  ou  imaginaire ^ 
mais  bien  déterminée,  9  (m)  d'une  variable  réelle  ou  imaginaire  m,  on 
dit  :  1°  que  cette  fonction  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  A,  à 
mesure  que  u  tend  vers  une  valeur  particulière  u'  (*),  lorsqu' après 
avoir  fixé  arbitrairement  un  nombre  réel  et  positif  z  aussi  petit  que  l'on 
veut,  il  est  possible  de  trouver  un  autre  nombre  réel  et  positif  h,  tel  que, 
pour  toute  valeur  de  m,  dont  la  différence  avec  w'  a  un  module  différent 
de  zéro,  mais  inférieur  à  h,  la  valeur  correspondante  de  o(w)  ait 
avec  A  une  différence  dont  le  module  soit  compris  entre  zéro  et  e,-  1°  que 
(p  (t*)  tend  vers  V infini  à  mesure  que  u  tend  vers  u',  lorsqu' après  avoir 
fixé  un  nombre  réel  et  positif  1  aussi  grand  quon  le  veut,  il  est  possible 
de  trouver  un  autre  nombre  réel  et  positif  h,  tel  que,  pour  toute  valeur 
de  u  dont  la  différence  avec  u'  a  un  module  différent  de  zéro,  mais  infé- 


(')  fiOUB  supposons  u'  fini;  si  l'on  avait  u'  =;  oo  on  poserait  u  =  -,  et  alors,  regardant 
la  fonction  coramme  dépendant  de  r,  on  ferait  tendre  v  vers  zéro. 
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rieur  à  h,  la  valeur  correspondante  de  çp  {u)  ait  un  module  toujours  su- 
périeur à  X. 

Définition  II.  —  cp  [u)  et  u  étant  la  même  fonction  et  la  même  va- 
riable que  dans  la  dé  finition  précédente,  on  dit  que  9  (w)  est  continue  par 
rapport  à  u  pour  u  =  u',  ou  dans  le  voisinage  de  u  =  u',  lorsque  ç  [u) 
a  pour  u  =  u'  une  valeur  finie  et  déterminée,  et  que  cette  valeur  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  çp  [u)  lorsque  u  tend  vers  u' . 

Cela  posé,  voici  comment  on  peut  énoncer  le  tliéorème  sur  la  con- 
tinuité des  racines  d'une  éc|uation  algébrique. 

Théorème.  —  Soit  une  équation  algébrique  de  degré  m 

( I )  Ao  s™  +  A,  :;"•-'  -1-  h.z'"-^  + .  .  .  +  A„,_,  :;  +  A,„  =  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  Aq,  Ai,...,  A,„_i,  A,„,  réels  ou  imaginaires, 
sont  des  fonctions  d'une  variable  réelle  ou  imaginaire  w,  continues  par 
rapport  à  u  pour  u  =  u'.  Faisoiis  dans  cette  équation  u  =  u',  ce  qui 
donne  une  nouvelle  équation  à  coefficients  numériques  bien  déterminés  et 
finis 

(  2  )         A'„  z"'  ■+-  A',  s"'-'  +  a;  z"'-'  + . .  .  +  A;„  _.  x;  +  A'„,  =  o. 

Deux  cas  pourront  se  présenter  :  ou  bien  A'„  étant  différent  de  zéro, 
cette  seconde  équation  sera  de  degré  m  comme  l'équation  (1)5  ou  bien, 
quelques-uns  des  coefficients  A'^,  A',,  A'^,...  s' annulant,  le  degré  de 
r équation  (2)  s  abaissera  et  deviendra  m  —  n,par  exemple.  Dans  le 
premier  cas,  les  m  racines,  fonctions  de  u  de  l'équation  (i),  tendront,  à 
mesure  que  u  tendra  vers  u',  vers  des  limites  finies  et  déterminées,  et  ces 
limites  seront  respectivement  égales  aux  m  racines  de  V équation  (2); 
dans  h  second  cas,  n  racines  de  V équation  (i)  tendront  vers  V infini, 
et  les  m  —  n  autres  tendront  respectivement  vers  les  m  —  n  racines  de 
V équation  [2). 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  une  série  de  lemmes 
que  nous  allons  successivement  examiner. 

Lemme  I. —  Lorsque  les  coefficients  A„,  A,,  A3,..,,  A,„  du  premier 
membre  d\me  équation  algébrique 

(i  )  Ao  2"'  4-  A,  s'"-'  -t- .  .  .  -I-  A„,_,  z  -I-  A„  =  o, 
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fonctions  de  u  continues  ou  non  continues  par  l'apport  à  u  pouru=zu\ 
tendent  cependant  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  à  mesure 
que  u  tend  vers  u',  si  la  limite  vers  laquelle  tend  le  premier  coelficient  A^ 
est  nulle  une  des  racines  au  moins  de  V équation  tend  vers  V  infini  à  me- 
sure que  u  tend  vers  u'. 

Supposons  d'abord  que  la  limite  vers  laquelle  tend  A,„  ne  soit  pas 
nulle.  Après  avoir  fixé  un  nombre  réel  et  positif^  aussi  grand  qu'on 
voudra,  et  un  autre  nombre  positif  k  plus  petit  que  le  module  de  la 
limite  de  A,„,  il  sera  possible  de  trouver  un  nombre  positif  h  tel  que, 
pour  toute  valeur  de  u  dont  la  dilTérence  avec  u'  aura  un  module 

différent  de  zéro,  mais  inférieur  à  /i,  le  module  a^  de  A^  soit  <^  t^^> 

et  le  module  a,„  de  A„,  soit  >  k.  Or,  en  appelant  pi,  pt,...,  ,o„,  les 
modules  des  racines  de  l'équation  (i),  on  a,  quel  que  soit  m, 

Ctm 

p,  p, . .  .  p™  =  —  -, 

par  conséquent ,  quand  u  sera  tel  que  le  module  de  sa  diiïércnce 
avec  u'  soit  <^  /i,  on  aura 

Pi p.. . . p„, > yr, 

et,  par  suite,  l'un  au  moins  des  modules  ^1,^2,...,  p,„,  sera  plus  grand 
que  X,  ce  qui  prouve  le  lemme  énoncé. 

Supposons  en  second  lieu  que  la  limite  de  A„,  soit  nulle.  Appe- 
lons Zg  un  nombre  réel  ou  imaginaire  tel  que  l'expression 

Ao  Z „   -f-  Al  2  J     '  +  .  .  .  -j-  x\bi_i  Zd  -+-  A,„, 

qui  tend  évidemment  vers  une  limite  déterminée  et  finie,  ne  tende 
pas  vers  zéro,  à  mesure  que  u  tend  vers  u'-^  substituons  à  l'équa- 
tion (i)  celle  que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  son  premier 
membre  z  par  z  -h  ^q-,  et  que  nous  appellerons 

(2)  B,  z-"  +  B,  z-»-  +  . .  .  +  B,„_,  z  -h  B,„  =  o  ; 

les  racines  de  cette  nouvelle  équation  seront  celles  de  l'équation  (i), 
diminuées  chacune  de  Zo  ',  donc  leurs  modules  seront  respectivement 
inférieurs  aux  modules  des  racines  de  l'équation  (  i  ),  augmentés 
chacun  du  module  de  Zo",  par  conséquent,  pour  démontrer  qu'une 
racine  au  moins  de  l'équation  (i)  tend  vers  l'infini  à  mesure  que  u 


2i8  BULLETIN  DES  SCIENCES 

tend  vers  m',  il  suffira  de  démontrer  que  la  même  chose  a  lieu  pour 
une  racine  de  l'équation  (2).  Or  les  coefficients  B^,  Bj,...,  B,„_i, 
B„,  qui  sont  des  fonctions  linéaires  de  Aq,  Ai,...,  A„,_i,  A,„,  tendent 
cliacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée  à  mesure  que  u  tend  vers  m'- 
Bq,  qui  est  égal  à  Ao,  a  pour  limite  zéro  ;  enfin  B,„,  qui  est  égal  à 

A„2o  H- A,2;"-*+. . .-+- A„_,2„  + A™, 

a  une  limite  diftécente  de  zéro^  donc — 

LïMME  II.  —  Lorsque  les  coefficients  Ao,  Ai,...,  A,„  du  premier 
membre  d^une  équation  algébrique  de  degré  m 

A„  s"  +  A,  z"-'  + .  . .  -f-  A„,  =  o, 

fonctions  de  u  continues  ou  non  continues  par  rapport  à  u  pour  u  =  w', 
tendent  cependant  chacun  vers  une  limite  fuie  et  déterminée^  à  mesure  que 
u  tend  vers  u',  si  la  limite  vers  laquelle  tend  le  dernier  coefficient  A,„  est 
nulle,  une  des  racines  au  moins  de  V équation  tend  vers  zéro,  à  mesure 
que  u  tend  vers  u'. 

En  effet,  dans  l'équation  aux  inverses  des  racines  de  l'équation 

proposée 

Am  2'"  +  Am-i  z""-'  4- .  . .  +  A,  s  +  Ao  =  o, 

une  des  racines  au  moins  tend  vers  l'infini  à  mesure  que  u  tend 
vers  u'. 

Lemme  III.  —  Lorsque  les  coefficients  Ao,  Ai,...,  A,„  du  premier 
membre  d'une  équation  algébrique  de  degré  m 

Ao  z'"  +  A,  z"'-'  + . . .  -f-  A;„_,  2  -+-  A„  =  o, 

fonctions  de  m,  continues  ou  non  continues  par  rapport  à  u  pour  u  =  u', 
tendent  cependant  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  à  mesure 
que  u  tend  vers  w',  si  les  limites  respectives  vers  lesquelles  tendent  les  n 
derniers  coefficients  A,„_„^],  A,„_„+2V7  ^-n  ^ow«  nulles,  n  racines  de 
l'équation  tendent  vers  zéro,  à  mesure  que  u  tend  vers  u'. 

11  résulte  d'abord  de  ce  que  le  dernier  terme  A,„  tend  vers  zéro, 
qu'un  certain  nombre  de  racines  de  l'équation  tendent  aussi  vers 
zéro.  Cela  posé,  il  suffit  évidemment,  pour  établir  la  propriété  énon- 
cée, de  démontrer  la  réciproque  de  cette  propriété,  c'est-à-dire  de 
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faire  voir  que  si  n  racines  de  l'équation  tendent  vers  zéro  à  mesure 
que  u  tend  vers  u\  les  n  derniers  coefficients  de  l'équation  ont  aussi 
zéro  pour  limite.  Soient  donc  5,,  ^sv-)  ^«1  ^  racines  de  l'équation 
proposée  tendant  vers  zéro  à  mesure  que  u  tend  vers  m',  les  m  —  n 
autres  n'étant  assujetties  qu'à  la  condition  de  ne  pas  tendre  vers  zéro, 
et  pouvant  dès  lors,  ou  ne  tendre  vers  aucune  limite,  ou  bien  avoir 
une  limite  différente  de  zéro.  Posons 

[z—  z,)[z  —  z-,)..  .(2  — iJ„;=s''-t-B,2"-'  +  B,z''-=  +  .  ..-i-  B„_,2  +  B„, 

et 

AoZ"' +  A,  z""-' -t- .  . .  +  A„_,  2  H- A;„ 

=  (z"  -t-  B.z"-'  + . . .  +  B„)(A»z'"-"-hC,  z—'-'-f- .  . .  -+-  C„,_„). 

Les  coefficients  Bj,  Bj,...,  B„,  qui  sont  des  fonctions  entières  et  ho- 
mogènes de  Zj,  Zj,...,  z„,  tendront  tous  vers  zéro,  et  les  coefficients 
C,,  Cj,...,  C„_„,  qui  sont  des  fonctions  entières  de  Ao,  Ai,...,  A„, 
Bj,  Bj,...,  B„,  tendront  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée, 
à  mesure  que  u  tendra  vers  u' .  De  plus,  la  limite  de  C,„_„  ne  sera 
pas  nulle,  sans  quoi  l'équation  proposée  aurait  plus  de  n  racines  ten- 
dant vers  zéro.  Mais  en  égalant  les  coefficients  des  (w-f-i)  derniers 
termes  des  deux  membres  de  la  dernière  égalité,  on  a 

A«j  ^^^  1J;i  L.m — nt 
Am—2  ^^  Wn— 2  ^m—n   "T"   ■»'«— 1  vjm— n— t  ~r-  D„  Ltm—n—1f 


Am—n-hi "i  ^m—n  "r"  Uj  Lm— n— i   ~t-  X>3  \jm—n—I  ~T"  •  •  •  > 

Am—n  ^^-  '-'m — n  ~f~  -1*1  ^m—n—\  ~t~  -Kj  \jm—n—2  ~>~  .... 

De  là  résulte  que  A„,  Am_,,...,  A,„_„+i  tendent  vers  zéro,  mais 
que  A,„_„  ne  tend  pas  vers  zéro,  lorsque  u  tend  vers  u' .      c.  q.  f.  d. 

Lemme  IV.  —  Lorsque  les  coefficients  A,,,  Ai,...,A,„  du  premier 
membre  d'une  équation  algébrique  de  degré  m 

Ao  z"  +  A,  z"—'  +  .  .  .  -f-  Am-i  z  +  A„  =  o, 

fonctions  de  m,  continues  ou  non  continues  par  rapport  à  upour  u  =  u\ 
tendent  cependant  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  à  mesure 
que  u  tend  vers  m',  .si  les  limites  respectives  vers  lesquelles  tendent  les  n 
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premiers  coefficients  A^,  Aj,...,  A„_i  sont  nulles,  n  racines  de  Véqua- 
tion  tendent  vers  l'infini  à  mesure  que  u  tend  vers  u'. 

En  ciTet,  dans  l'équalion  aux  inverses  de  la  proposée 

Am  z"'  -h  A„_,  s"'-'  +  .  .  .  +  A,  2  +  Ao  =  o , 

n  racines  tendent  vers  zéro,  à  mesure  que  u  tend  vers  u'. 

Les  lemmcs  qui  précèdent  conduisent  immédiatement  au   ihéo- 
rème  sur  la  continuité   des  racines,  énoncé  ci-dessus. 

Reprenons  l'équation 

(  I  )  Ao   -3'"  +    A  ,    s""-'    +  .    .    .    +   A;;,_,  Z    +    An,=    o, 

dans  laquelle  nous  supposerons  maintenant  les  coefficients  continus 
par  rapport  à  u  pour  u  =  m',  et  l'équation 

(  ?.  )  A'o  z"-  -T-  A',  S'"-'  -f . . .  -h  a;„  _,  s  +  a;„  =o  , 

obtenue  en  faisant,  dans  la  première,  u  =  u'.  Si  l'on  a  d'abord 

A'o  =  A',  =..,  =  A;_,  =  o     et     A;,>o; 

à  cause  de  la  continuité,  les  n  premiers  coefficients  A^,  Aj,.. .,  A„_i 
de  l'équation  (i)  tendront  vers  zéro  à  mesure  que  u  tendra  vers  w'; 
donc  n  racines  de  cette  équation  tendront  vers  l'infini  à  mesure  que 
u  tendra  vers  u'  (lemmc  IV),  On  verrait  de  même,  par  le  lemme  III, 
que  si  A;„  =  A;„_,  =  ..  .  =  A;„_„^,=  o  avec  A;„_„^o,  c'est-à- 
dire  si  l'équation  (2)  a  w  racines  nulles,  l'équation  (i)  a  w  racines 
qui  tendent  vers  zéro,  à  mesure  que  u  tend  vers  u'.  Mais  il  faut  en- 
core faire  voir  que  si  l'équation  (  2  )  a  w  racines  égales  à  un  nombre 
quelconque  réel  ou  imaginaire,  l'équation  (i)  a  w  racines  qui  tendent 
vers  le  nombre,  à  mesure  que  u  tend  vers  u'.  En  effet,  remplaçons, 
dans  les  équations  (i)  et  (2),  z  par  z-h  Zo-,  ce  qui  donnera 

(3)  Bo  z"'  -h  B,  z'"-'  -}-...  +  B„,_,  z  -hBn,  =  o 

à  la  place  de  (i),  et 

(4)  b;  z'"  -h  T>\  s--'  -f-. .  .-f-  b;„_,::  -h  b;„  =  o 

à  la  place  de  (2).  L'équation  (4),  ayant  pour  racines  celles  de  (2) 
diminuées  chacune  de  Zo,  aura  n  racines  nulles^  mais  cette  équation 
est  ce  que  devient  (3)  quand  on  y  remplace  u  par  m'.  D'ailleurs,  les 
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coefficients  Bq,  Bj,...,  B,„  du  premier  membre  de  l'équalion  (  2  ., 
ibnclions  linéaires  de  A^,  Aj,...,  A„  sont  continus  par  rapport  à  u 
pour  u  =  u' -^  donc  l'équation  (3)  a  n  racines  qui  tendent  vers  zéro,  à 
mesure  que  u  tend  vers  u'  :  donc  l'équation  (i),  qui  a  pour  racines 
celles  de  (3)  augmentées  chacune  de  Zg,  an  racines  qui  tendent 
vers  Zq.  c.  q.  F.  D. 


SDR  UNE  MÉTHODE  NODVELLE  POIR  L'ÉTUDE  DES  COURBES  TRACÉES 
SIR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES  ('). 

Avant  de  parler  des  recherches  nombreuses  qu'ont  suscitées  sur 
le  sujet  dont  nous  nous  occupons  (représentation  des  surfaces  sur  un 
plan)  les  beaux  travaux  de  MM.  Chasles,  Clebsch,  Cremona,  nous 
devons  parler  de  l'extension  toute  récente  et  très-importante  que 
INI.  Clebsch  a  donnée  à  ses  méthodes,  en  ce  qui  concerne  la  repré- 
sentation d'une  surface,  sur  un  plan.  Pour  faire  comprendre  les 
principes  nouveaux  c|ue  nous  avons  à  développer,  il  est  nécessaire 
d'insister  sur  la  remarque  suivante,  qui  fera  bien  comprendre  le  ca- 
ractère des  nouvelles  études  publiées  par  l'éminent  géomètre  de 
Gottingue. 

Si  nos  lecteurs  veulent  bien  se  reporter  aux  deux  articles  qui  pré- 
cèdent, ils  verront  que,  alors  même  que  la  représentation  sur  un  plan 
est  possible,  cette  représentation,  pour  être  eifectuée,  suppose  qu'on 
ait  résolu  d'abord  un  certain  nombre  d'équations  algébriques.  C'est 
ainsi  que  la  représentation  d'une  surface  du  troisième  ordre  ne  peut 
être  développée  que  si  l'on  connaît  deux  droites  de  la  surface  ne 
se  coupant  pas,  et,  par  suite,  la  détermination  de  tous  les  modes 
de  représentation  exige  la  résolution  préalable  de  l'équation  aux 
27  droites  de  la  surface.  Pour  la  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une 
conique  double,  il  faut  commencer  par  trouver  les  16  droites  de  la 
surface,  problème  qui  se  ramène  à  la  résolution  d'une  équation  du 
cinquième  ordre  et  à  celle  de  plusieurs  équations  cjuadratiques.  Pour 
la  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une  droite  double  sans  autre 
singularité,  on  a  à  déterminer  64  coniques  isolées  de  la  surface,  in- 
dépendantes de  la  série  de  coniques  dont  les  plans  passent  par  la 

(')  Voir  Bulletin,  t.  11,  p.  -ij. 
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droite  douille,  et  nous  avons  vu  que  ce  problème  se  ramène  à  la  ré- 
solution d'une  équation  du  8*^  degré. 

Il  est  vrai  qu'à  côté  des  surfaces  de  ce  genre  viennent  s'en  placer 
d'autres,  pour  lesquelles  la  représentation  est  possible  d'une  seule 
manière.  Par  exemple,  une  surface  d'ordre  w,  ayant  un  point  mul- 
tiple d'ordre  n  —  i ,  peut  être  projetée  sur  un  plan  par  des  droites 
contenant  le  point  multiple,  et  ce  mode  de  représentation  est  en  gé- 
néral le  seul  au  moyen  duquel  la  surface  puisse  être  représentée  sur 
le  plan.  De  même  pour  la  surface  du  cinquième  ordre  ayant  deux 
droites  doubles,  qu'on  projette  sur  un  plan  au  moyen  de  droites 
rencontrant  les  deux  droites  doubles,  etc. 

Ainsi  les  surfaces  représentées  sur  le  plan  se  divisent  en  deux 
classes.  Pour  les  premières,  la  représentation  se  fait  d'une  seule  ma- 
nière ;  et  comme  la  représentation  est  unique ,  elle  n'exige ,  pour 
être  eifectuée,  aucune  reclierche  préalable,  ni  la  résolution  d'aucune 
équation  compliquée.  Pour  les  autres,  au  contraire,  qui  sont  les  plus 
importantes,  la  représentation  ne  peut  être  effectuée  qu'après  une 
détermination  préalable  de  certains  éléments  géométriques.  Cette 
détermination  s'eifectue  par  la  résolution  d'une  équation  algé- 
brique, et  l'on  peut  dire  que  c'est  l'étude  de  cette  équation  qui  con- 
stitue la  principale  difficulté  du  problème  de  la  représentation. 
D'ailleurs,  quand  cette  équation  est  résolue,  elle  fournit  un  nombre 
déterminé  de  représentations  équivalentes  de  la  surface.  C'est  ainsi 
que,  lorsqu'on  connaît  les  l'j  droites  de  la  surface  du  troisième  ordre, 
on  peut  en  employer  deux  quelconques  ne  se  coupant  pas,  ou  em- 
ployer des  séries  de  coniques  A,  B,  telles  que  deux  coniques  appar- 
tenant à  deux  séries  différentes  se  coupent  en  un  point  unique,  etc. 

Toutes  ces  difficultés  ne  se  présenteraient  pas  évidemment,  si,  tout 
en  représentant  une  surface  sur  le  plan,  on  n'exigeait  pas  qu'à  un 
point  du  plan  correspondit  un  seul  point  de  la  surface.  Supposons, 
par  exemple,  qu'on  projette  tout  point  de  la  surface  du  troisième 
degré  F3  sur  un  plan  P  par  des  droites  menées  d'un  point  O.  Alors, 
à  tout  point  de  F3,  correspond  un  seul  point  du  plan  P;  mais  la  ré- 
ciproque n'est  pas  vraie.  A  tout  point  du  point  M  du  plan  P  corres- 
pond une  droite  OP,  qui  coupe  la  surface  en  trois  points  !M',  M",  M'" 
correspondant  tous  les  trois  au  uiême  point  JM  du  plan  P.  Si  l'on 
considère,  par  une  image  commode,  le  plan  P  comme  composé  de 
trois  feuilles,  le  point  M  de  ce  plan  pourra  être  considéré  comme  la 
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réunion  de  trois  points  situés  chacun  dans  une  feuille,  et  qui  corres- 
pondent respectivement  aux  trois  points  M',  M'^,  M'"  de  la  sur- 
face. On  dit  alors  que  la  surface  est  représentée  sur  un  plan  triple, 
et  cette  représentation  s'effectue  sans  dilîiculté  et  d'une  infinité  de 
manières,  suivant  la  position  choisie  pour  le  point  O.  Remarquons 
que,  si  le  point  O  se  trouve  sur  la  surface  F3,  toute  droite  passant 
par  O  coupe  la  surface  en  deux  nouveaux  points,  et  celle-ci  est  alors 
représentée  sur  un  plan  douhle,  c'est-à-dire  qu'à  un  point  du  plan  P 
ne  correspondent  que  deux  points  de  la  surface. 

Ce  second  mode  de  représentation  sur  un  plan  multiple  a  été, 
comme  le  premier,  employé  depuis  longtemps  pour  les  surfaces  du 
second  ordre.  C'est  surtout  M.  Chasles  qui  a  étudié  les  propriétés 
auxquelles  il  doiyie  lieu.  Si  nous  ne  nous  trompons,  les  premiers 
ti'avaux  de  M.  Chasles  sur  cette  question  datent  d(;  1828,  et  sont 
insérés  dans  le  tome  XIX,  n'"  5  et  6,  des  Annales  de  Gergonne.  Nous 
ne  mentionnerons  ici  qu'une  propriété  très-simple  :  c'est  que  les 
sections  planes  de  la  surface  se  projettent  suivant  des  coniques  ayant 
un  double  contact  avec  la  courbe  de  contour  apparent  de  la  surface, 
en  sorte  que  toute  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  conique 
de  contour  apparent  sera  la  projection  de  deux  sections  planes  de  la 
surface.  Si,  comme  nous  l'avons  dit  plus  plus  haut,  le  plan  est  con- 
sidéré comme  composé  de  deux  feuilles,  ces  deux  feuilles  viendront 
se  réunir  l'une  à  l'autre  en  tous  les  points  de  la  courbe  de  contour 
apparent  (car  à  ces  points  correspondent  deux  points  confondus  de 
la  surface).  Cette  courbe  et  celles  qui  jouisssent  de  la  même  pro- 
priété dans  toutes  les  représentations  sur  un  plan  multiple  sont 
appelées,  par  M.  Clebsch,  courbes  de  passage  [Uebergangscurven) . 
Sans  image,  la  courbe  de  passage  est  le  lieu  des  points  pour  lesquels 
deux  des  points  de  la  surface  qui  correspondent  à  un  point  du  plan 
viennent  se  confondre. 

Quelle  est  l'utilité  de  ce  nouveau  mode  de  représentation  ?  Il  est 
facile  de  répondre  à  cette  question.  Dans  tout  mode  de  représen- 
tation de  cette  nature,  les  sections  planes  se  représentent  par  des 
courbes  qui  peuvent  passer  par  des  points  lixes,  ou  avoir  des  points 
multiples  en  des  points  fixes,  mais  <i[non  achève  de  déterminer  par 
cette  condition  que  ces  courbes  représentatives  doivent  être  tangentes  à 
la  courbe  de  passage  en  un  certain  nombre  de  points.  Or  M.  Clebsch  a 
montré  que  tous  les  problèmes  de  cette  nature  se  ramènent  à  la  bis- 
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section  des  fonctions  abéliennes.  On  voit  donc  que  l'étude  des  équa- 
tions algébriques  déterminant  les  droites,  coniques,  sections  planes 
particulières  des  surfaces  applicables  sur  le  plan  est  ramenée  à  l'étude 
des  équations  algébriques  qu'on  rencontre  dans  la  bissection  des 
fonctions  abéliennes  (^).  M.  Clebscli,  fidèle  à  sa  méthode  constante, 
a  commencé  par  développer  des  cas  particuliers,  en  ne  considérant 
que  la  représentation  sur  un  plan  double,  et  des  surfaces  déjà 
presque  toutes  étudiées  par  lui.  Mais  il  est  facile  d'embrasser  dès  à 
présent  toute  l'étendue  du  champ  nouveau  de  recherches  dans  lequel 
nous  introduisent  ces  travaux  du  géomètre  allemand.  jNous  allons 
maintenant  examiner  en  détail  les  deux  Mémoires  que  M.  Clebsch 
consacre  à  la  représentation  sur  un  plan  double  des  surfaces  cju'on 
peut  déjà  représenter  sur  un  plan  simple.  G.  D, 

(A  suivre.) 
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benhavn,  Hagerup.  2  Rd.  48  Sk. 

Zulefjer  (J.).  —  Grundzûge  von  Poinsot's  Théorie  der  Drehung.  Pro- 
gramm  der  Realschule  zu  Leitmeritz.  In-8.  2'j  Sgr. 


(')  Cela  nous  paraît  confirmer  les  relations  que  M.  C.  Jordan  a  c'tal)lii>s  entre  la  bis- 
section  des  fonctions  hypcrellipliques  et  les  équations  algébriques  générales. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

RIEMANN  (B.),  — Partielle  Differeivtialgleichungen  und  deren 
Anwendxing  axjf  physikalische  Fragen  ;  Vorlesungen  von  Bern- 
HARD  RiEMA>-3v  ;  fûr  dcii  Druck  bearbeltet  und  herausgegeben  von 
K.  Hattekdorff.  —  Braunscliweig  ^  Druck  und  Verlag  von  Fried- 
ricli  Vievv"eg  &  Solin  \  1 869  (  ^  ) . 

Voici  un  Livre  utile,  et  dont  l'équivalent  n'existe  pas  en  français. 
Nous  avons  sans  doute  d'excellents  ouvrages  sur  les  diverses  parties 
de  la  Physique  mathématique,  qui  dépendent  des  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  5  nous  n'en  avons  pas  où  ces  diverses  parties  se 
trouvent  systématiquement  coordonnées,  et  présentées  sous  un  même 
point  de  vue,  de  manière  à  former  un  corps  de  doctrine.  Celui  que 
M.  HattendoriFoirre  au  public  est  le  résumé  des  leçons  professées  par 
Ricmann,  à  l'Université  de  Gœttingue,  pendant  les  hivers  de  1 854-^5 
et  de  1860-61,  et  pendant  l'été  de  1862.  L'éminent  géomètre  avait 
l'intention  de  rédiger  lui-même  son  cours  ^  mais,  enlevé  par  une  mort 
prématurée,  il  n'a  laissé  que  des  fragments  détachés,  et  même,  sur 
beaucoup  de  points,  de  simples  notes,  destinées  à  servir  de  texte  à  un 
développement  oral,  et  non  préparées  pour  l'impression.  M.  Hatten- 
dorff,  un  de  ses  auditeurs  les  plus  distingués,  a  recueilli  pieusement 
les  manuscrits  de  son  maître,  et,  en  les  complétant  par  ses  souvenirs 
personnels,  il  en  a  composé  un  tout  homogène,  sans  soudures  ap- 
parentes. 

L'ouvrage  se  divise  en  six  Parties  : 

Les  deux  premières  constituent  une  sorte  d'introduction  au  sujet 
principal.  Elles  comprennent  :  1°  la  théorie  des  intégrales  définies,  et 
la  détermination  de  celles  de  ces  intégrales  qui  se  rencontrent  le  plus 
fréquemment  dans  la  Physique  mathématique  5  2°  le  développement 
des  fonctions  en  séries  trigonométriques,  et  la  célèbre  formule  de 
Fourier. 

La  troisième  Partie  traite  de  l'intégration  des  équations  linéaires 


('  )  Leçons  de  li,  Riemann  sur  les  équations  aux  différentielles  partielles  et  sur  leur  ap- 
plication aux  problèmes  de  physique,  publiées  par  K.  Hattesdouff.  Brunswick,  chez 
Fr.  Yieweg  et  fils;  1869.  In-8°;  3i5  p. 

Bull,  des  Sciences  matliéni.  et  astron.,  l.  II.  (Août  1871.)  ï5 
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à  une  seule  variable  indépendante,  et  de  celle  des  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  du  second  ordre.  L'auteur  considère  spéciale- 
ment les  deux  équations  fondamentales 

du        ,d^u  d^  H         „d'^u 

qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  dans  celle  des 
cordes  vibrantes. - 

La  quatrième  Partie  est  consacrée  au  mouvement  de  la  chaleur 
dans  les  corps  solides.  Après  avoir  établi,  à  peu  près  comme  Fourier, 
l'équation  générale  du  problème,  l'auteur  développe  avec  beaucoup 
de  soin,  sur  de  nombreux  exemples,  la  manière  d'avoir  égard  aux 
conditions  initiales  et  aux  conditions  limites;  il  aborde  ensuite  la 
question  de  la  température  de  la  Terre,  et  le  cas  général  d'une  sphère 
primitivement  échauffée  d'une  manière  quelconque.  Toute  cette  expo- 
sition est  d'une  netteté  parfaite,  et  témoigne  que  Riemann  joignait  à 
l'esprit  inventif  du  géomètre  le  talent  du  professeur.  jXous  regrettons 
toutefois  qu'il  n'ait  pas  cru  devoir  étendre  son  analyse  à  la  propaga- 
tion de  la  chaleur  dans  les  corps  cristallisés,  et  qu'il  ait  entièrement 
négligé  les  belles  recherches  de  M.  Duhamel,  dont  les  expériences  de 
Sénarmont  ont  encore  accru  l'intérêt.  Nous  ignorons  aussi  pourquoi 
il  n'a  pas  jugé  à  propos  de  faire  connaître  à  ses  auditeurs  ou  à  ses 
lecteurs,  au  moins  sommairement,  la  théorie  des  surfaces  isothermes 
du  second  degré,  qui  a  fourni  à  Lamé  la  matière  d'un  livre  si  origi- 
nal. 

Les  vibrations  des  corps  élastiques  sont  l'objet  de  la  cinquième 
Partie.  L'auteur  débute,  avec  raison,  par  l'étude  des  vibrations 
des  cordes,  et  il  retrace  en  quelques  pages  l'histoire  de  ce  fameux 
problème,  qui  a  été  l'origine  des  travaux  des  géomètres  sur  les 
équations  aux  différentielles  partielles.  Pour  les  idées  fondamentales, 
mais  seulement  pour  celles-là,  l'ordre  historique  est  celui  qui  con- 
vient à  l'enseignement.  Après  ce  préliminaire  en  quelque  sorte  obligé, 
l'auteur  établit  les  équations  générales  de  l'élasticité,  par  la  considé- 
ration du  parallélépipède  et  du  tétraèdre  élémentaire.  En  suivant  une 
marche  plus  rapide  cjue  Lamé,  il  parvient  aux  mêmes  résultats,  qui 
d'ailleurs  avaient  déjà  été  indiqués  par  Caucliy.  Ainsi,  dans  le  cas 
des  corps  d'élasticité  constante,  il  exprime  les  trois  composantes  nor- 
males et  les  trois  composantes  tangeutielles  des  forces  élastiques  au 
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moyen  de  deux  coefficients  X  et  ^,  qui  restent  à  déterminer  par  l'ex- 
périence, et  non  au  moyen  d'un  seul  coefficient,  comme  le  voulait 
Poisson.  Quand  un  prisme  droit  est  soumis  à  une  traction  normale  à 
ses  bases,  les  coefficients  de  sa  dilatation  cubique  et  de  sa  dilatation 
linéaire  ont  respectivement  pour  expressions 


et 


l 

H-  - 
F- 


3  X  H-  2  a  3  A  H-  2  y. 

Selon  Poisson,  qui  suppose  implicitement  la  continuité  de  la  ma- 
tière, on  aurait  l=^-^\e  coefficient  de  dilatation  cubique  serait  la 
moitié  du  coefficient  de  dilatation  linéaire,  et  ce  résultat  du  calcul 
avait  paru  confirmé  par  une  expérience  bien  connue  de  Cagniard- 
Latour.  Mais  cette  expérience,  qui  est  sujette  à  de  nombreuses  causes 
d'erreur,  mérite  peu  de  confiance.  Des  exjiériences  plus  récentes  de 
Wertheim  ont  fourni  pour  le  second  coefficient  une  valeur  triple  de 

celle  du  premier^  ce  qui  donnerait  ?.  =:2^.  Mais  si  le  rapport  — 

était  exactement  égal  à  un  nombre  entier  tel  que  2 ,  ce  serait  un  théo- 
rème de  la  plus  haute  importance,  dont  il  faudrait  chercher  la  raison 
mathématique  dans  une  hypothèse  plausible  sur  la  constitution  de  la 
matière,  on  sur  la  loi  des  forces  moléculaires.  Il  est  probalale  que  ce 
rapport  est  un  noml^re  incommensurable,  voisin  de  2  5  en  tous  cas 
c'est  un  point  qui  reste  à  examiner,  et  que  Riemann  ne  discute  pas. 
En  laissant  ce  rapport  indéterminé,  Riemann  se  borne  à  traiter  les 
problèmes  très-simples  de  la  traction  et  de  la  torsion  d'un  cylindre, 
et  les  >  ibrations  d'une  membrane  tendue,  rectangulaire  ou  circulaire. 
Ici  encore  il  a  peut-être  un  peu  trop  limité  son  programme,  en  se 
préoccupant  exclusivement  des  corps  dont  l'élasticité  est  la  même 
dans  toutes  les  directions.  Il  ne  donne  pas  môme  l'équation  de  l'el- 
lipsoïde de  Fresnel.  Or  l'état  cristallin  est  réellement  l'état  normal 
des  corps  solides  ;  l'ellipsoïde  inverse  des  racines  carrées  des  forces 
élastiques  joue,  dans  la  mécanique  intérieure  des  corps,  un  rôle  au 
moins  aussi  impoi^tant  que  l'ellipsoïde  des  moments  d'inertie  dans  ce 
que  l'on  peut  appeler  par  opposition  la  mécanique  extérieure  ^  et 
quoique  l'Optique,  dans  son  ensemble,  ne  puisse  pas  encore  prendre 
rang  parmi  les  branches  de  la  Physique  mathématique,  il  nous  est 
dithcile  de  comprendre  que,  dans  un  cours  de  Physique   mathéma- 

i5. 
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tique,  la  théorie  de  la  double  réfraction  doive  être  entièrement  pas- 
sée sous  silence. 

Enfin,  la  sixième  et  dernière  Partie  est  consacrée  au  mouvement 
des  fluides.  L'auteur  établit  les  équations  générales  de  l'Hydrodyna- 
mique 5  il  en  déduit  les  lois  de  la  propagation  des  vibrations  dans  un 
milieu  compressible,  c'est-à-dire  les  lois  de  la  propagation  des  ondes 
sonores  ;  il  termine  par  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide,  et 
]>articulièrement  d'une  sphère,  dans  un  fluide  incompressible  et  indé- 
fini, problème  résolu  pour  la  première  fois  par  Dirichlet. 

On  voit  par  cette  courte  analyse  que  l'ouvrage  publié  par  M.  Hat- 
tendorlf  peut  être  considéré  comme  un  traité  élémentaire  de  Physique 
mathématique.  Rédigé  avec  clarté  et  précision,  il  sera  extrêmement 
utile  aux  jeunes  géomètres,  en  les  introduisant  de  plain-pied  dans 
VU!  domaine  d'un  accès  difficile,  et,  pour  cette  unique  raison,  trop  peu 
fréquenté.  Malheureusement  l'auteur  ne  conduit  pas  ses  lecteurs 
assez  loin^  il  les  abandonne  avant  de  leur  avoir  ouvert  toutes  les 
routes  et  donné  toutes  les  clefs.  Riemann,  s'il  eût  vécu,  aurait  sans 
doute  complété  son  Cours  ;  mais  ce  Cours,  tel  que  nous  l'avons  sous 
les  yeux,  nous  laisse  regretter  l'absence  de  plusieurs  notions  essen- 
tielles, qui  ont  acquis  droit  de  cité  dans  la  science  depuis  l'époque  de 
Poisson,  et  qui,  jointes  aux  données  récentes  de  la  Physique  expéri- 
mentale, doivent  servir  de  point  de  départ  pour  toutes  les  recherches 
ultérieures.  Ch.  S. 


MEYER  (G. -F.).  —  Vorlesungen  vber  die  Théorie  det.  bestimmten 
Intégrale  zwischen  reellen  Grenzen,  mit  vorzûglicher  Berûck- 
sichtigung  der  von  P. -G.  Lejeune-Dirichlet  im  Sommer  i858 
gehaltenen  Vortriige  ûber  bestimmte  Intégrale.  —  Leipzig,  B.-G. 
Teubner,  1871  ^  in-8°,  xviii-628  p.  —  Prix  :  4  Thlr  ('). 

Le  titre  que  nous  venons  de  transcrire  indique  d'une  manière  pré- 
cise le  but  et  le  plan  de  M.  ]Meyer.  C'est  un  traité  des  intégrales 
définies  prises  entre  des  limites  réelles,  traité  dans  lequel  l'auteur  a 
mis  en  œuvre  tous  les  matériaux  que  pouvaient  lui  fournir  non- 


(  '  )  Meyer,   Leçons  sur  la  théorie  des  intégrales  définies  prises  entre  des  H/ni  tes  réelles, 
d'après  les  leçons  professées  par  P. -G.  Lejeuiie-Dirichict  y^e«(f««f  l'été  de  i858. 
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seulement  les  leçons,  mais  encore  les  Mémoires  de  l'illustre  succes- 
seur de  Gauss  dans  la  chaire  de  l'Université  de  Gottingue, 

On  voit  que  l'on  n'est  pas  en  présence  d'une  œuvre  originale  de 
Diriclilct,  ni  même  d'une  reproduction  pure  et  simple  de  ses  leçons 
à  l'Université  ;  M.  Meyer,  en  disciple  fidèle,  a  utilisé  toutes  les  pro- 
ductions du  maître  se  rapportant  ta  son  sujet;  il  y  ^  même  ajouté  des 
développements  qui  lui  appartiennent  et  qui  sont  brièvement  signa- 
lés dans  la  préface  du  livre. 

Une  analyse  rapide  des  matières  traitées  par  l'auteur  indiquera 
d'une  manière  précise  ce  que  le  lecteur  trouvera  dans  le  livre  si 
étendu  et  si  consciencieusement  travaillé  de  M.  Meyer. 

L'Ouvrage  se  divise  en  deux  Livres  : 

Le  premier  traite  des  intégrales  définies  simples. 

La  première  section  est  consacrée  aux  principes.  Quelques-unes 
des  questions  examinées  dans  cette  partie  et,  en  particulier,  la  défini- 
tion par  l'analyse  pure  d'une  intégrale  définie,  ne  nous  ont  pas  paru 
traitées  avec  les  développements  qu'exige  un  livre  destiné  à  des 
élèves.  Signalons  une  formule  remarquable,  identique  à  celle  de 
M.  Bourget  (*),  qui  donne  toutes  les  formes  connues  du  reste  de  la 
série  de  Taylor. 

La  deuxième  section  du  premier  Livre  est  consacrée  à  des  inté- 
grales définies  particulières.  On  y  remarque  surtout  une  étude  très- 
complète  des  intégrales  eulériennes.  L'auteur  étudie  d'abord  les 
fonctions  B(a,  6),  qu'il  représente  par  un  produit  infini;  mais 
il  laisse  de  côté  les  développements  en  produits  infinis  des  in- 
tégrales eulériennes  pour  s'attacher  plus  spécialement  aux  dé- 
monstrations tirées  du  calcul  intégral.  Un  paragraphe  curieux  est 

consacré  à  l'étude  de  la  condition  sous  laquelle  lim  (  i  —  —  )     est 

égale  à  e~%  m  et  z  augmentant  tous  les  deux.  Par  une  méthode  très- 
ingénieuse,  il  est  établi  que  toutes  les  fois  que  z  croît  moins  rapide- 
ment que  y/m ,  on  a 

(■-^)"=^-'('+^)' 

s  tendant  vers  o  quand  m  augmente  indéfiniment.  Ce  résultat  et 


{')  \oïr  Bulletin,  t.  II,  p.  8i. 
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quelques  autres  qui  s'y  rattachent  est  appliqué  à  la  détermination  de 

l'intégrale 


£ 


2*-'     I dz, 


m 


lorsque  m  augmente  de  manière  à  dépasser  toute  limite. 

Indiquons  encore  la  démonstration  donnée  par  Diriclilet  (')  de  la 
formule  de  Gauss  - 


r(a)r(a  +  ^y--rU  +  '^j=r(na).7i-°""^(27:)— • 

Un  chapitre  spécial  est  consacré  au  développement  de  logF  (a)  en 
série  et  se  termine  par  la  démonstration  de  la  formule  de  Raabe 

f   /r(  ^  -1-  /.•  +  I ) c?^  =  -  log27:  -+-  (/.-  +  I  ;  log(  /r  +  I  )  —  (  k  +  i). 

Un  chapitre  étendu  est  aussi  consacré  au  développement  des  fonc- 
tions en  séries  trigonométriques  et  à  la  méthode  si  rigoureuse  que 
Diriclilet  a  développée  pour  la  première  fois  dans  le  Journal  de  Crelle. 
Ces  études  générales  et  étendues  peuvent  être  plus  facilement  signa- 
lées qu'une  foule  de  formules  élégantes  dues  à  Gauss,  Cauchy,  Euler, 
Laplace-,  à  MM.  Kummer,  Liouvillc,  Scrret,  etc.,  etc.  L'auteur  ne 
pouvait  d'ailleurs  oublier  les  belles  méthodes  de  Diriclilet  pour 
l'évaluation  des  sommes  de  Gauss, 


>        CCS  ■■)         > 

^1  n  jLui 


sin ! 


et  l'application  de  ces  formules  à  la  démonstration  de  la  loi  de  réci- 
procité dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques. 

Enfin,  la  section  consacrée  aux  intégrales  simples  se  termine  par 
l'étude  du  développement  des  fonctions  de  deux  angles  au  moyen  des 
fonctions  Y„  de  Laplace,  que  quelques  auteurs  français  appellent,  à 
l'exemple  des  Allemand9',>Les  fonctions  sphériques. 

Le  second  Livre  est  consacré  aux  intégrales  midtiples.  Signalons 


(')  Journal  de  Crellc,  t.   15. 
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le  calcul  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  parla  méthode  de  M.  Catalan, 
l'attraction  des  ellipsoïdes,  les  théorèmes  de  JMaclaurin  et  d'Ivory 
et  différentes  formules  dues  à  Cauchy,  à  MM.  Winckler,  Schlômilch, 
Liouville,  Catalan,  pour  la  réduction  des  intégrales  multiples  et  leur 
transformation  en  intégrales  simples. 

En  résumé,  l'Ouvrage  de  M.  Meyer  nous  paraît  contenir  un  recueil 
précieux  de  formules  bien  enchaînées  et  relatives  aux  intégrales  défi- 
nies. Nous  regrettons  seulement  que  le  cadre  adopté  par  l'auteur  ne 
lui  ait  pas  permis  d'employer  la  théorie  des  variables  complexes  due 
à  Cauchy,  et  qui  permet  de  rattacher  à  un  principe  uniforme  la  dé- 
termination de  presque  toutes  les  intégrales  définies  connues. 

G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN  ('). 
T.  LXVII  (fîn)^  n°'  1838-1848. 

MoLLER  (A.).  —  Observations  de  petites  planètes  et  de  la  comète 
de  Coggia  (II,  1870),  faites  à  Lund,  eu  18705  l'auteur  a  retrouvé 
la  planète  Diane. 

Luther  (R.)  et  Borgen  (C).  —  Observations  de  la  planète  @, 
faites  à  Bilk  et  à  Leipzig. 

Palisa  (J.).  —  Observations  des  comètes  (I,  1870)  et  (II,  1870), 
faites  à  Vienne.. 

Grant  (R.).  —  Observations  de  petites  planètes  et  de  Neptune, 
faites  à  Glasgow. 

Gasparis  (A.  de).  —  Eléments  approchés  de  Camille,  planète 
perdue. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  87,  280,  363. 
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Maywald.  —  Ephéméride  pour  l'opposition  de  (39)  Lselitia, 
en  1871. 

MÔLLER  (A.).  —  Eléments  et  ephéméride  de  @  Hélène.  —  Elé- 
ments ,  ephéméride  et  observations  de  @  Amaltliée. 

TiETJEN  (F.)  et  Oppolzer.  —  Observations,  éléments  et  ephémé- 
ride de  @  Amalthée. 

TiETJEN  (E.).  —  Observations  et  ephéméride  de  (îw)  Hcra. 

RrMKEu  (G.).  —  Observations  des  comètes  (II,  III,  I\',  1870). 

WiNNECKE  (A.),  —  Découverte  d'une  nouvelle  comète 5  éléments 
de  cette  comète. 

TiELE  (B.),  BRrHKs  (G),  VoGEL  (H.),  Peters  (G.-F.-W.), 
RiJMKER  (G.)  et  Oppolzer.  —  Observations,  éléments  et  ephéméride 
de  la  comète  (I,  187 1). 

Oppolzer.  —  Cet  astronome  a  retrouvé  la  planète  Hélène. 

Luther.  —  Communication  des  éléments  de  la  comète  de  Tuttlc, 
trouvés  dans  les  papiers  de  Tischler,  et  calcul  de  l'éphéméride  de 
cette  comète  pour  1871.  —  Nota.  Cette  comète  vient  d'être  retrouvée 
à  Marseille,  par  M.  Borrelly. 

Kaiser  (F.).  —  Observations  de  planètes,  d'étoiles  de  comparai- 
son, d'occultations,  faites  à  Leyde. 

Stephan  (E.).  —  Lettre  annonçant  la  découverte  d'une  comète, 
par  M.  Borrelly.  (Cette  comète  est  la  môme  que  celle  de  AVinnecke.) 

Sporer.  —  Observations  des  taches  du  Soleil. 

Palisa  (Z.)  et  Luther  (R.).  —  Observations  de  (m\  Amaltliée. 

Bruhns  (C.)  et  TiETJEN  (F.).  —  Observations  de  la  comète 
(I,  1871). 

VoGEL    (H.)    —    Observations    spectroscopiques    de    la    comète 
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(I,  1871);  deux  raies  brillantes,  d'éclats  très-différents,  ont  été  ob- 


servées. 


VoGEL  (H.).  —  Description  de  l'Observatoire  de  Botlikanip.  — 
Latitude  de  l'Observatoire^  sa  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer.  —  Sa  différence  de  longitude  avec  celui  d'Altona.  —  Dimensions 
de  l'équatorialj  chambre  noire;  appareils  photographiques  et  spec- 
troscopiqucs. . —  L'instrument  est  bien  réglé,  et  M.  Yogel  pense 
cju'on  pourrait  l'employer  à  des  déterminations  de  positions  absolues, 
sans  avoir  à  craindre  d'erreurs  supérieures  à  10  secondes.  La  puis- 
sance de  la  lunette  a  été  essayée  sur  de  faibles  nébuleuses  et  sur  des 
étoiles  doubles  très-voisines  ;  elle  ne  laisse  rien  à  désirer. 

TiETJEN  (F.).  —  Eléments  de  @  Iphigénie. 

Secchi  (Le  P.  A.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  combinaison 
spectroscopique  permettant  de  voir  en  même  temps  les  images  des 
taches  et  des  protubérances  solaires  avec  les  raies  spectrales.  Les  pro- 
tubérances se  dessinent  comme  des  lignes  brillantes  ;  on  peut  mesurer 
avec  précision  leur  hauteur  et  leur  position  par  rapport  aux  taches 
et  aux  facules.  —  Le  P.  Secchi  a  examiné  le  spectre  de  la  comète  de 
Winnecke,  et  a  trouvé  qu'il  consiste  en  une  bande  de  couleur  verte  5 
il  est  du  reste  de  même  nature  que  celui  des  comètes  déjà  étudiées. 

Birmingham  (J.).  —  Observations  des  bandes  de  Jupiter;  leurs 
changements  d'aspect.  Observations  d'étoiles  variables. 

HoRNSTEiN  (C).  —  Calcul  de  l'orbite  de  la  comète  de  Hind, 
de  1847,  présenté  comme  exemple  de  l'extension  que  l'auteur  a 
faite  de  la  méthode  d'Olbers  au  cas  d'une  orbite  elliptique  très- 
allongée. 

Bruhns  (C).  —  Observations  de  petites  planètes,  et  des  comètes 
de  Coggia  (U,  1870),  de  d'Arrest  et  de  Winnecke  (1870). 

Geelmuyden  (H,).  —  Observations  de  la  comète  de  Coggia,  faites 
à  Christiania. 

Oppolzek.  —  Sur  la  comète  de  Winnecke  (III,  18 19). . —  M.  Op- 
polzer  a  voulu  voir  si  les  observations  de  cette  comète,  comme  celles 
de  la  comète  d'Encke,  conduiraient  à  l'existence  d'un  milieu  résistant. 
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A  cet  effet,  il  est  parti  des  éléments  de  la  comète  conclus  des  ob- 
servations de  1819,  i858  et  1869,  et  il  a  clierclié  les  perturbations 
de  ces  éléments,  causées  par  Jupiter  et  Saturne,  en  négligeant  tou- 
tefois le  carré  des  forces  pertubatrices,  ce  qui  lui  a  permis  de  grandes 
simplifications  dans  le  calcul.  Il  a  trouvé  que  le  moyen  mouvement 
déduit  des  observations  de  i858  à  1869  ^^^  (comme  cela  doit  être 
dans  riiypotlièse  d'un  milieu  résistant)  plus  fort  que  celui  déduit 
des  observations  de  1819  à  i858,  mais  d'une  si  petite  quantité  que  la 
différence  peut  être  attribuée  à  l'effet  des  termes  négligés,  de  telle 
sorte  qu'on  ne  peut  pas  formuler  de  conclusion  rigoureuse. 

DuNÉR  (N.)  —  Observations  du  compagnon  de  Sirius,  et  compa- 
raison avec  l'épliéméride  d'Auvs'ers. 

Hall  (A.).  —  Observations  et  éléments  de  la  comète  (I,  1871). 

Mathiessen  (L.). —  Observations  et  orbite  du  bolide  du  27  sep- 
tembre 1870. —  Ce  magnifique  bolide,  dont  le  diamètre  apparent  était 
les  deux  tiers  environ  de  celui  de  la  Lune,  a  pu  être  observé  avec 
soin  en  plus  de  quarante  stations.  Ce  ricbe  matériel  d'observations  a 
permis  à  M.  Mathiesscn  de  se  livi^er  à  une  discussion  approfondie  du 
pbénomène;  l'extrémité  de  la  trajectoire  visible,  ou  le  point  où  a  eu 
lieu  l'explosion  était  à  une  hauteur  d'environ  deux  milles  géogra- 
phiques-, pendant  une  partie  de  sa  course,  le  bolide  a  suivi  à  peu  près 
une  ligne  droite  ^  ce  n'est  qu'en  pénétrant  dans  les  couches  plus  denses 
de  l'atmosphère  que  la  courbure  de  la  trajectoire  s'est  accentuée 
de  plus  en  plus  5  la  vitesse  moyenne  du  météore  était  de  neuf  milles 
par  seconde;  son  diamètre  réel,  de  1200  pieds.  Le  mouvement  géo- 
centrique  est  représenté  par  une  hyperbole,  et  le  mouvement  hélio- 
centrique  aussi  5  l'auteur  en  conclut  que  ce  corps  est  étranger  à  notre 
système  solaire,  et  qu'il  a  dû  venir  d'une  des  constellations  du  ciel 
austral . 

Oppolzer.  —  Éléments  et  éphéméride  de  (^  Amalthée. 

KowALCzYK.  —  Éléments  corrigés  de  (S)  Hespérie,  déduits  d'ob- 
servations faites  pendant  huit  oppositions.  —  Observations  de  petites 
planètes,  faites  à  Varsovie. 

MôLLER  (A.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  à  Lund. 
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Zenker  (W.).  —  Observations  dos  protubérances  solaires,  dans 
une  lumière  monocbromatique.  —  L'appareil  de  INI.  Zenker  est  un 
spectroscope  ordinaire  auquel  on  a  ajouté  une  deuxième  fente, 
placée  entre  l'objectif  et  le  plan  focal ^  la  largeur  de  cette'  fente 
varie  à  la  volonté  de  l'observateur.  Avec  un  tel  spectroscope,  on  peut 
voir  dans  son  ensemble  l'image  d'une  protuljérance,  ce  qui  ne  pou- 
vait se  faire  facilement  dans  la  méthode  de  Zôllner;  enfin,  on  peut 
adapter  l'instrument  à  des  télescopes  de  grande  distance  focale,  sans 
avoir  recours  aux  forts  oculaires  de  Zijllner. 

Plummer  (J.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  à 
Durham. 

ScHULHOF  (L.).  —  Epliéméridcs  hypothétiques  pour  l'opposition 
de  (66)  Maïa,  en  1871.  —  En  vue  de  retrouver  cette  planète,  aujour- 
d'hui perdue,  M.  Schulhof  donne  cinq  systèmes  d'éléments  différents 
les  uns  des  autres ,  et  représentant  néanmoins  assez  bien  les  obser- 
vations connues  de  la  planète,  et  il  construit  les  éphémérides  cor- 
respondantes. 

Tempel.  —  Découverte  d'une  nouvelle  comète  à  l'Observatoire  de 
Milan. 

Winnecke  (A.),  Bruhns  (C.)  ,  Weiss  (E.),  Schulhof  (L.)  et 
RuMKER  (G.).  —  Observations,  éléments  et  éphéméride  de  la  comète 
(II,  1871). 

Sandberg  (A.-J.). —  Ephéméride  pour  l'opposition  de  (92)Ondine, 
en  1871.  T.  F. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN,  publiées  par  MM.  Clebsch  (A.) 
et  Neumanjv  (C.)  (*). 

Reiss.  (M.).  —  Eludes  de  géométrie  analytique.  (42  p.) 
L  auteur,  enlevé  malheureusement  depuis  à  la  science,  étudie  par 
la  géométrie  analytique  les  relations  entre  des  points  situés  sur  des 

C)  Voir  Bulletin,  t.  H,  p.  173. 
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courbes  ou  dans  le  plan.  C'est  ainsi  que  sont  développées  les  rela- 
tions entre  six  points  sur  une  conique,  dix  points  d'une  courbe  du 
troisième  ordre,  etc.,  et  ces  relations  sont  mises  sous  une  forme  qui 
les  rend  indépendantes  du  choix  des  axes. 

Thomae  (J.).  —  Sur  les  séries  hypergéométriques  supérieures,  et  en 
particulier  sur  la  série 

60^162  60(60  +  1)6,  (6,  +  i)  62(62 -h  i) 

(^8  p.) 

L'auteur  part  de  l'équation  linéaire 

(i  — ■^)/.ji a +(— A. -B.j:) 


"^  ^^'  ~  ^'"^^  {dXo^xf-^  +  ...  +  [(-  O^A,  -  Bao:]  j=  0. 
Si  l'on  pose  (*) 

_    "es  ^ ~ 0*"-^""(^  —  k) . .  .nfî  —  gt'-')  )n (  —  ç  -  p). . .  n(-  c- -  ^(*-') ) 

~"^^n(/i  +  £  — a)...Il(«H-j-a(^-'))ll(— «-£  — ^)...ri(  — /i  — £  — [i(*-'))' 
n  —  ii 

l'équation  différentielle  est  satisfaite  par  2  h  de  ces  fonctions  F,  con- 
venablement choisies.  Ces  ih  séries  sont  appelées  par  M.  Thomae 
séries  hypergéométriques  d'ordre  h.  L'auteur  étudie,  en  particulier, 
celles  du  troisième  ordre,  au  sujet  desquelles  il  donne  le  théorème 
suivant  : 

Toutes  les  séries  hypergéométriques  du  troisième  ordre  dont  les  expo- 
sants diffèrent  de  nombres  entiers  s' expriment  en  fonction  linéaire  et 
homogène  de  trois  quelconques  d"" entre  elles,  les  coefficients  de  la  relation 
linéaire  étant  des  fondions  rationnelles  de  x. 

Clebsch  (A.).  —  De  la  représentation  sur  le  plan  des  surfaces  réglées 
du  quatrième  ordre,  qui  possèdent  une  courbe  double  du  troisième 
degré.  (22  p.) 


(')  Où  n  est  le  signe  employé  par  Gausspour  les  intégrales  eulériennes. 
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L'auteur  détermine  d'abord  les  expressions  des  coordonnées,  soit 
d'un  point,  soit  d'un  plan  langent  de  la  surface  en  fonction  de  deux 
paramètres.  Par  exemple,  les  coordonnées  homogènes  Xi  d'un  point 
de  la  surface  sont  données  par  les  formules 

pxi  =  ai  +  Ibi  -\-  l-Ci  -h  [j.  {xi  -+■  l^i  -f-  l'y/). 

Ces  formules  se  déduisent  immédiatement  de  la  définition  que 
M,  Cremona  a  adoptée  pour  ces  surfaces  dans  les  Mémoires  de  V Aca- 
démie de  Bologne  (t.  VllI).  Les  formules  qui  déterminent  le  plan 
tangent  sont  de  la  même  forme  que  les  précédentes,  ce  qui  doit 
paraître  évident  d'après  les  deux  théorèmes  suivants  que  démontre 
M.  Clebsch  : 

La  surface  est  formée  par  celles  des  cordes  d'une  cubique  gauche 
donnée  qui  appartiennent  à  un  complexe  linéaire.  La  cubique  gauche 
est  la  courbe  double  de  la  surface. 

La  surface  est  le  lieu  des  intersections  des  plans  osculateurs  d'une 
cubique  gauche  qui  appartiennent  à  un  complexe  linéaire . 

La  surface  développable  formée  par  les  plans  osculateurs  est  la 
développable  des  plans  tangents  doubles  de  la  surface. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'étude  détaillée  et  complète  des  divers 
éléments  géométriques  se  rapportant  à  la  surface. 

Brioschi  (F.).  —  Des  substitutions  de  la  forme 


e( 


r)  ^s  £  (^  /'«-'  -h  ar  "^    ) 


\ 


pour  un  nombre  n  premier  de  lettres.  (4  p- ,  fr-) 
L'auteur  établit  le  théorème  suivant  : 

Les  substitutions  de  la  forme  précédente  ne  peuvent  être  des  substitu- 
tions conjuguées  que  dans  les  deux  cas  rfe  w  =  7,  w  =  1 1 . 

Pour  n  =  'j.,  on  aura  un  système  de  4-6.7  substitutions  conju- 
guées, et  les  fonctions  invariables  par  ce  système  ne  pourront  avoir 
que  3o  valeurs. 

Pour  n  =  1 1,  il  y  a  un  système  de  6. 10. 1 1  substitutions  conju- 
guées, et  une  fonction  de  1 1  lettres  invariable  par  ce  système  ne 
pourra  avoir  que  60 480  valeurs. 

BniLL  (A.).  —  Deuxième  Note  relative  aux  modules  d'une  classe 
d'équations  algébriques.  (4  p.) 
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Cette  Note  contient  une  démonstration  nouvelle  des  résultats  éta- 
blis par  MM.  Crcniona  et  Casorati  dans  une  Note  intitulée  :  Osser- 
vazioni  intorno  al  numéro  dei  moduli  délie  equazioni,  etc.,  et  com- 
muniquée à  l'Institut  de  Milan.  Dans  leur  livre  sur  les  fonctions 
abéliennes,  MM.  ClcLscli  et  Gordan  avaient  adopté,  pour  les  courbes 
de  môme  genre,  des  formes  normales  différentes  de  celles  qui  avaient 
été  cboisies  par  Riemann.  M.  Cremona  a  donné  les  formules  de 
transformation  de  ces  formes  normales  pour  les  cas  de  j)  =  4:  5,  6. 
M.  Brill  établit  les  mêmes  résultats  par  une  voie  purement  ana- 
lytique. 

Reye  (Th.).  —  Les  surfaces  algébriques,   leurs  courbes  d'intersec- 
tion et  leur  génération  par  des  faisceaux  projectifs.  (29  p.) 
Désignons  par 

F"  une  surface  d'ordre  n  5 

CP'I  l'intersection  de  deux  surfaces  F'',  F'?  ; 

[n,  p,  g]  les  points  communs  à  F",  F'',  F'  5 

N  (n)  le  nombre  de  points  déterminant  une  F"  ; 

N  (  —  1  le  nombre  des  points  d'une  F''  déterminant  une  courbe 

C".p  sur  F''  ; 

N  ( I  le  nombre  des  points  d'une  C''»'?  par  lequel  un  groupe 

(n,  Pi  q)  de  points  d'intersection  de  la  C''*'  avec  une  F"  est 
déterminé. 

Dans  la  première  Partie  se  trouvent  déterminés  les  nombres  précé- 
dents, et  démontrés  quelques  tliéorèmes  qui  s'y  rattaclient. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  étudie  les  difiérents  modes  de 
génération  des  surfaces  et  des  courbes  par  des  faisceaux  ou  des  ré- 
seaux projectifs,  et  fait  l'application  des  résultats  obtenus  à  la 
tliéorie  des  polaires,  des  courbes  et  des  surfaces  algébriques. 

Neumann  (C).  —  Sur  la  théorie  du  potentiel,  (i  p.) 

HoppE  (R.).  —  Représentation  conforme  d'une  surface  du  second 
degré  sur  le  plan.  (10  p.) 

11  s'agit,  dans  ce  Mémoire,  du  problème  principal  de  la  théorie 
des  cartes  géographiques.  On  sait  que  la  théorie  des  surfaces  homo- 
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focales  permet  de  représenter  l'ellipsoïde  sur  un  plan  avec  similitude 
des  éléments  infiniment  petits,  et  d'ailleurs,  quand  on  a  une  solution 
du  problème,  on  obtient  sans  peine  toutes  les  autres.  L'auteur  étudie 
les  détails  de  la  solution  connue  depuis  longtemps. 

Haase  (J.-C.-F.). —  Sur  la  théorie  des  courbes  planes  du  n'^'"'  ordre 

atec point»  doubles  ordinaires  ou  de   rebroussement. 

L  auteur  donne  des  propositions  analogues  à  celles  de  M.  Cliasles 
sur  la  génération  de  ces  courbes,  qui  ont  été  étudiées  analytiquement 
par  plusieurs  autres  géomètres,  et  en  particulier  par  M.  Clebsch 
{Journal  de  Borchardt,  t.  LXIV). 

RosANEs  (J.).  —  Sur  les  triangles  placés  en  perspective.  (4  p.) 
((  Si  deux  triangles  ABC,  abc  sont  en  perspective  de  deux  manières 
différentes,  l'une  d'elles  se  déduisant  de  l'autre  par  une  simple 
permutation  des  lettres  A,  B,  G,  ils  sont  encore  en  perspective  d'une 
troisième  manière  qui  correspond  à  la  troisième  permutation  circu- 
laire des  lettres  A,  B,  C.  » 

ScHROETER  (H.).  —  Sur  Us  triangles  en  perspective.  (lop.) 
Cet  article  se  rapporte  à  la  même  question  que  le  précédent. 

HiERHOLz&R  (C).  —  Sur  les  coniques  dans  l'espace.  (24  p.) 

La  détermination  des  coniques  dans  l'espace  exige,  comme  on 
sait,  8  conditions.  M.  Chasles,  dans  une  Communication  extrê- 
mement importante  (C.  R.,  i865,  p.  889),  a  donné  les  nombres  de 
coniques  satisfaisant  à  8  conditions  élémentaires.  Malheureuse- 
ment M.  Cliasles  n'a  pas  encore  communiqué  les  démonstrations  des 
nombreux  théorèmes  que  lui  doit  cette  théorie.  M.  Lûroth  a  établi 
parune  voie  géométrique  (JoMrnaZ  de  JBorc/iarc?^^  t.LXVIl)  le  nombre 
des  coniques  touchant  8  droites.  Dans  le  Mémoire  dont  nous  ren- 
dons compte,  M.  Hierholzer  emploie  les  méthodes  analytiques. 

Il  commence  par  étudier  les  cônes  tangents  à  six  di^oites  et  établit 
que  leurs  sommets  forment  une  surface  du  8*^  ordre  ayant  les  6  droites 
pour  droites  doidales,  et  contenant,  en  outre,  les  3o  droites  qui  ren- 
contrent 4  des  précédentes. 

Si  l'on  ajoute  la  condition  de  contact  avec  une  nouvelle  droite,  les 
sommets  des  cônes  décrivent  une  courbe  du  34"^  ordre.  Enfin,  il  y  a 
92  cônes  touchant  8  droites. 
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Comme  cas  particulier,  on  obtient  le  théorème  suivant,  déjà 
énoncé  par  MM.  Lûrotli  et  jNotlier.  11  y  a  un  seul  cône  touchant 
8  droites,  dont  l'une  est  rencontrée  par  les  7  autres. 

L'auteur  indique,  en  outre,  un  grand  nonil^re  d'autres  théorèmes, 
qui,  dans  des  cas  particuliers,  confirment  plusieurs  propositions  déjà 
connues. 

EivNEPER  (A.).  —  Recherches  sur  quelques  points  de  la  théorie  géné- 
rale des  surfaces.  (87  p.) 

L'auteur  développe  un  grand  nombre  de  relations  dillèrentielles 
intéressantes ,  relatives  aux  systèmes  de  coordonnées  curvilignes 
tracées  sur  les  surfaces.  Il  en  fait  l'application  à  quelques  questions 
déjà  traitées  par  d'autres  géomètres  (*). 

LoMMEL  (E.).  —  Intégration  de  l'équation 

X'""^  2    —, —  -p  )'  z=  O 

dx'"'-^'  ^- 
par  les  fonctions  de  Bessel.  (12  p.) 

Meissel.  —  De  la  détermination  du  nombre  de  nombres  premiers 
compris  entre  deux  limites  données.  (5  p.) 

L'auteur  arrive  à  cette  conclusion,  que  les  Tables  de  Burckhardt 
sont  correctes  pour  le  premier  million  au  moins.  Il  promet  de  con- 
tinuer ses  utiles  recherches. 

Von  dep.  Mïjhll  (K.).  —  Sur  le  problème  de  températurs  station- 
naires.  (6  p.) 

Il  est  admis  généralement,  dans  la  théorie  du  mouvement  de  la 
chaleur,  qu'après  un  temps  suffisamment  long  l'état  de  température 
d'un  corps  s'approche  d'un  état  limite  qui  est  indépendant  des  tem- 
pératures initiales. 

M.  Von  der  Mûhll  démontre,  en  toute  rigueur,  cette  importante 
proposition.  G.  D. 


(')  T'oir   en  particulier,  dans   le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,    le   Mémoire  de 
M.  O.  Bonnet,  sur  la  théorie  des  surfaces  applicables. 
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COMPTES  RE^'DUS  hecdomadaiues    des    séances   de   l'Académie 

DES    SciEA'CES. 

Tome  LXXII. 

N«  15.  Séance  du  10  avril  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  systèmes,  relatives,  toutes,  à  certaines 
séries  de  normales  en  rapport  avec  d'' autres  lignes  de  divers  points. 

M.  Chasles  énonce  d'abord  20  théorèmes  divers,  c'est-à-dire  qui 
ne  présentent  pas  un  caractère  commun;  puis  27  théorèmes  dans  les- 
quels une  série  de  droites  rencontrent  une  droite  fixe  en  des  points 
d'où  partent  d'autres  droites  5  enfin  i3  théorèmes  dans  lesquels  se 
trouvent  des  conditions  de  parallélisme  ou  de  pcrpendicularité  de 
certaines  séries  de  droites. 

«  Toutes  les  propositions  dont  je  donne  ici  les  énoncés,  dit 
M.  Chasles,  ont  été  démontrées  d'une  manière  générale  par  le  Prin- 
cipe de  correspondance.,  bien  qu'un  certain  nomljre  se  puissent  con- 
clure de  quelques  cas  particuliers,  notamment  quand  il  se  trouve 
certains  points  ou  droites  fixes  dans  les  conditions  de  la  question.   » 

BotJssTivESQ  (J.).  —  Étude  nouvelle  sur  V équilibre  cl  le  mouvement 
des  corps  solides  élastiques  dont  certaines  dimensions  sont  très-petites 
par  l'apport  à  d^ autres.  Second  Mémoire  :  Des  plaques  planes. 

Suite  du  Mémoire  présenté  dans  la  séance  précédente. 

N»  16.  Séance  du  17  avril  1871. 

Boussineso  (J.).  —  Méthode  nouvelle  sur  la  résolution  d'une  classe 
importante  et  très-nombreuse  d^ équations  transcendantes. 

Cette  troisième  Partie  du  travail  de  l'auteur  a  j)our  objet  la  résolu- 
tion par  approximations  successives  d'équations  dont  les  premiers 
membres  sont  définis  par  des  équations  dillercntielhîs  de  forme  dé- 
terminée ;  c'est  là  un  genre  de  questions  qui  se  présente  fréquem- 
ment en  Physique  mathématique. 

N°  17.  Séance  du  U  avril  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  systèmes  de  coniques,  dans  lesquels  se 
trouvent  des  conditions  de  pcrpendicularité  cuire  diverses  séries  de 
droites. 

]SuU.  des  Sciences  mat/ic/u.  et  astron.,  t.  II.  (Août  1871.)  16 
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Chaque  série  de  droites  donne  lieu  généralement  à  trois  ques- 
tions :  la  recherche  de  la  courbe  enveloppe  de  ces  droites,  celle  de  la 
courbe  sur  laquelle  se  trouve  leurs  pieds  de  perpendieularité,  et  celle 
de  la  courbe  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  di'oites  et  des  co- 
niques auxquelles  elles  appartiennent, 

M.  Cliasles  présente  les  énoncés  de  44  nouvelles  propositions, 
chaque  proposition  renfermant  un  théorème  relatif  à  chacune  des 
questions  qui  viennent  d'être  indiquées. 

Delal'nay.  —  Calcul  de  quelques  nouveaux  termes  de  la  série  qui 
exprime  le  coefficient  de  Inéquation  séculaire  de  la  Lune. 

M.  Delaunay  communiqua  à  l'Académie,  en  18^9,  le  résultat  au- 
quel il  était  parvenu  dans  le  calcul  du  coefficient  de  l'équation  sécu- 
laire de  la  Lune  5  il  trouva,  en  prenant  le  siècle  pour  unité  de  temps, 
que  le  coefficient  du  carré  du  temps  dans  l'expression  de  la  longitude 
moyenne  de  la  Lune  avait  pour  valeur  +  6",  1 1 .  [Comptes  rendus, 

t.  xLvm,  p.  823.} 

Depuis  cette  époque,  M.  Delaunay  a  repris  le  calcul  de  l'équation 
séculaire  de  la  Lune,  en  ajoutant  aux  termes  déjà  calculés  de  nou- 
veaux termes  des  neuvième  et  dixième  ordres  \  il  donne  alors  la  va- 
leur complète  du  coefficient  en  C[uestion,  et  trouve,  en  réduisant  en 
nombres,  la  nouvelle  valeur  H- 6'',  176;  c'est  une  augmentation  de 
o",  066  pour  la  valeur  de  ce  coefficient  obtenue  en  iSSp. 

N«  18.  Séauce  du  V'  mal  1871. 

Chasles.  —  Théorèmes  divers  concernant  les  systèmes  de  coniques 
représentés  par  deux  caractéristiques. 

M.  Chasles  donne  les  énoncés  de  100  nouveaux  théorèmes  concer- 
nant :  1°  les  tangentes  aux  points  d'une  droite  D,  ou  menées  par  un 
point  S 5  2°  les  tangentes  et  diamètres;  3"  les  diamètres  5  4°  l^s  dia- 
mètres conjugués;  5^  les  asymptotes;  6°  les  deux  tangentes  menées 
d'un  même  point  à  chaque  conique  ;  y°  les  deux  points  de  chaque 
conique  sur  une  droite;  8°  les  coniques  coupées  par  deux  droites. 

IN«  19.  Séance  du  8  mai  1871. 

BouRGF/r  f  J/.  —  Influence  de  la  résistance  de  l'air  dans  le  mouve- 
ment vibratoire  des  corps  sonores. 
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Dans  un  Mémoire  a])prouvé  par  l'Académie  [Comptes  rendus, 
t.  LX,  i865),  M.  Bourgot  avait  donné  la  lliéorie  complète  du  mou- 
vement vibratoire  des  plaques  circulaires  5  soumettant  ses  résultats 
à  l'expérience,  il  avait  constaté  que  les  sons  observés  sont  notable- 
ment difFérents  des  sons  calculés  ;  et  l'écart,  qui  peut  aller  à  plusieurs 
tons,  ne  peut  pas  être  attribué  à  des  erreurs  d'observation.  En  clicr- 
cliant  la  cause  de  ces  perturbations,  M.  Bourget  a  été  conduit  à  la 
placer  dans  la  résistance  de  l'air  comme  force  perturbatrice,  et  sup- 
posant provisoirement  cette  résistance,  dont  la  loi  est  inconnue,  pro- 
portionnelle à  la  vitesse,  il  arrive,  par  une  analyse  fort  simple,  à  des 
lois  remarquables,  qui  peuvent  se  formuler  ainsi  : 

Considérons  comme  mouvement  normal  celui  qui  aurait  lieu  dans  le 
vide.  Si  une  membrane  vibre  dans  un  milieu  résistant,  les  carrés  des 
nombres  de  vibrations  sont  diminués  d'une  quantité  constante  pour  cha- 
cun des  sons  successifs  qui  composent  la  série  des  harmoniques.  La  forme 
des  lignes  nodales,  au  contraire,  n'est  nullement  modifiée  par  la  résis- 
tance du  milieu. 

Tremeschini  (G. -A.).  —  Formes  successives  d'une  tache  solaire 
observée  dans  les  premiers  jours  de  mai. 

N"  20.  Séance  dn  15  mai  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  courbes  d'ordre  et  de  classe  quelconques 
démontrées  par  le  Principe  de  correspondance. 

«  Je  me  propose,  dans  ma  Communication  de  ce  jour,  dit 
M.  Chasles,  de  montrer  que,  si  le  mode  de  raisonnement  qui  constitue 
le  Principe  de  correspondance  jouit  ainsi  d'un  privilège  précieux  dans 
la  théorie  générale  des  systèmes  de  coui^bes,  il  s'applique  aussi,  et  avec 
la  môme  facilité,  dans  la  théorie  générale  des  courbes  géométriques, 
considérées  soit  isolément  avec  des  points  et  des  droites,  soit  associées 
entre  elles  :  questions  regardées  généralement  comme  étant  du  do- 
maine propre  de  l'Analyse.  » 

Cette  importante  Communication  de  M.  Chasles  renferme  les 
énoncés  de  plus  de  cent  propositions  nouvelles,  qui  se  trouvent  ré- 
partis dans  les  Chapitres  dont  les  titres  suivent  : 

Chapitre  I.  —  Propriétés  d'une  conique. 

Chapitre  II.  —  Propriétés  d'une  conique  en  rapport  avec  une  courbe 
géométrique  L,„  ou  L". 

16. 
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Chapitre  III.  —  Propriétés  d'une  courbe  géomélrique,  concernant  des 
systèmes  de  deux  points  ou  de  deux  droites  conjiirjués  par  rapport  à  une 
conique. 

Chapitre  IV.  —  Propriétés  diverses  des  courbes  géométriques  aux- 
quelles donne  lieu  la  présence  d'une  conique. 

Chapitre  V.  —  Propriétés  des  courbes  géométriques. 

Bertrand  (J.).  —  Considérations  relatives  à  la  théorie  du  vol  des 
iseaux. 

N°  21.  Séance  da  29  mai  1871. 

N°  22.  Séance  du  5  juin  1871. 

Cazin  (A.).  —  Nouvelle  méthode  pour  mesurer  le  magnétisme  en 
unités  mécaniques. 

N"  23.  Séance  dn  12  juin  1871. 

Serret  ,(J.-A.).  —  Mémoire  sur  le  principe  de  la  inoindre  action. 

«  La  première  idée  de  la  propriété  qui  constitue  le  principe  dit  de 
la  moindre  action.^  est  due  à  Euler  ;  ce  grand  géomètre  démontra  cllec- 
tivement,  dès  iy44i  -'^  1^  ^ii  ^^  son  Traité  des  isopérimètres,  que,  dans 
les  trajectoires  décrites  par  des  forces  centrales,  l'intégrale  de  la  vi- 
tesse multipliée  par  l'élément  de  la  courbe  est  toujours  un  maximum 
ou  un  minimum.  Lagrange  montra  ensuite,  en  1760  [Œuvres  de 
Lagrange,  t.  I,  p.  365),  que  la  même  propriété  peut  être  étendue  au 
mouvement  d'un  système  quelconque  de  corps,  pourvu  que  le  prin- 
cipe des  forces  rives  ait  lieu,  et  il  en  développa  l'application  à  la  solu- 
tion d'un  assez  grand  nombre  de  problèmes.  Aussi  l'illustre  auteur 
de  la  Mécanique  analytique  jugca-t-il  plus  tard  que  la  propriété  dont  il 
s'agit  méritait,  à  raison  de  son  importance,  de  faire  l'objet  d'un  nou- 
veau principe  général  de  Dynamique,  qu'il  appela  de  la  moindre  ac- 
tion, sans  se  dissimuler  la  défectuosité  de  cette  dénomination  renou- 
velée de  Maupertuis. 

»  Pour  faire  usage  du  principe  de  la  moindre  action  dans  la  solu- 
tion des  problèmes  de  Mécanique,  il  suffît  d'égaler  à  zéro  la  variation 
do  l'intégrale  dont  la  valeur  est  un  inaximum  ou  un  minimum,  et  le 
résultat  cpa'on  obtient  ainsi  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  la  formule 
générale  de  la  i)vnaini«jue. 
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»  Il  est  donc  peu  important,  à  ce  point  de  vue,  de  savoir  si  le 
maximum  ou  le  minimum  a  lieu  clFectivement  ;  ce  qu'il  faut,  c'est,  je 
le  répète,  que  la  variation  de  l'intégrale  soit  nulle,  et  la  démonstra- 
tion que  Lagrange  a  donnée  de  son  principe  n'établit  pas  autre  chose. 

»  Mais  il  n'en  est  pas  moins  d'un  haut  intérêt  pour  l'analyse  et 
pour  la  jMécanique  générale  qu'une  propriété  aussi  remarquable  du 
mouvement  soit  connue  exactement.   » 

C'est  en  ce-s  termes  que  M.  Serret  pose  la  question  qu'il  doit  abor- 
der 5  voici  l'énoncé  du  principe  dont  il  présente  une  démonstration 
complète  : 

Lorsque  le  principe  des  forces  vives  est  applicable  à  un  système  dépeints 
matériels  libres  ou  liés  entre  eux  et  sollicités  par  des  forces  données,  le 
mouvement  du  système  est  toujours  tel,  que  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  des  divers  corps  multipliés  par  les  éléments  des  trajectoires 
respectives  a,  entre  deux  positions  quelconques  du  système,  une  intégrale 
minimum.  C'est-à-dire  que  Vintéqrale  dont  il  s'agit  est  moindre  dans  le 
mouvement  réel  que  dans  le  mouvement  nouveau  qui  aurait  lieu  si,  ren- 
dant le  premier  mouvement  impossible  par  V  introduction  des  liaisons  nou- 
velles, on  obligeait  le  corps  à  suivre,  sous  V action  des  mêmes  forces,  des 
trajectoires  infiniment  voisines  des  premières,  pour  passer  de  la  première 
position  à  la,  deuxième,  tout  en  laissant  subsister  l'équation  des  forces 
vives  et  en  conservant  la  valeur  de  la  constante  qui  exprime  la  différetice 
entre  la  demi-somme  des  forces  vives  et  la  fonction  des  forces. 

M.  Serret  se  proposait  donc  de  déterminer  le  signe  de  la  variation 
seconde  de  l'intégrale  que  l'on  a  à  considérer  ;  c'était  là  une  question 
extrêmement  difficile.  Pour  calcider  cette  variation  seconde,  JM.  Ser- 
ret fait  usage  des  formulés  de  la  Dj'namique  mises  sous  la  forme  gé- 
nérale que  Lagrange  leur  a  donnée,  et  arrive  ainsi  à  une  expression 
symétrique,  mais  qui,  malgré  le  choix  très-heureux  des  notations, 
présente  encdre  une  très-grande  complication.  Arrivé  à  ce  point, 
M.  Serret  a  l'idée  ingénieuse  d'introduire  n[n —  i)  fonctions  arbi- 
traires; si  l'on  assujettit  ces  fonctions  à  vérifier  autant  de  relations 
convenablement  choisies,  l'expression  d'abord  fort  compliquée  de  la 
variation  seconde  se  réduit  à  une  forme  très-simple,  qui  permet  d'en 
reconnaître  immédiatement  le  sigue.  Ainsi,  en  restant  dans  la  ques- 
tion générale,  la  proposition  énoncée  se  trouve  très-lia])ilement  dé- 
montrée. Cette  analyse  fort  remarquable  de  iM.  Serret  est  la  première 
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application  importante  qui  ait  été  faite  du  calcul  des  variations  à  la 
distinction  du  maximum  et  du  minimum. 

Il  reste  à  examiner,  dans  cette  question  délicate,  des  détails  sur 
lesquels  M.  Serret  se  propose  de  revenir  plus  tard. 

BoiLLOT  (A.).  —  Plan  d'études  appliqué  à  la  connaissance  des 
astres.  Troisième  partie  :  Constitution  physique  du  Soleil. 
Voir  las  Comptes  rendus,  des  i^*"  et  lo  mai  1871. 

Tisserand.  —  Sur  les  surfaces  orthogonales. 

M.  Tisserand  se  propose  de  trouver  les  systèmes  triplement  ortho- 
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où  u,  X,  1 ,  z  sont  quatre  fonctions  à  déterminer;  U  est  une  fonc- 
tion de  X.,  y,  z\  X  ne  renferme  que  .r,  Y  que  y^  Z  que  z  :,  a^  b.^  c  dé- 
signent trois  constantes  réelles. 

Par  l'intégration  directe  des  équations  qui  expriment  l'ortliogona- 
lité,  il  arrive  à  un  système  orthogonal  triple  et  un  de  surfaces  du 
4^  ordre,  contenant  les  constantes  a,  6,  c.  A,  B,  C,  ces  dernières 
étant  assujetties  à  être  de  même  signe.  C'est  celui  que  M.  Darboux 
avait  trouvé  par  d'autres  considérations.  L.  P. 


MÉLANGES. 

APPLICATION  DU  PRINCIPE  DU  DERNIER  MULTIPLICATEUR  A  L'INTÉGRATION 
D'UNE  ÉÛUATION  DIFFÉRENTIELLE  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  L.4GUERRE. 

i.  Soient/(a;,  y)  et  o(a:,  y)  deux  polynômes  du  second  degré  en 
X  et  en  7/,  ne  différant  que  par  les  termes  du  premier  degré  et  la 
valeur  de  la  constante. 
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Considérons  le  système  d'équations  dilîérenticllcs 


dx dy  __  sjfyx,  y) 

dont  le  nombre  est  inférieur  de  deux  unités  au  nombre  des  variables. 
En  désignant  par  F  (a?,  y,  5,  m)  une  fonction  du  second  degré,  ho- 
mogène et  convenablement  choisie,  on  peut  poser 

f{x,  r)  =  Y{x,  r,  a,  b) 
et 

9(H,  •/))  =  F(^,  -n,  y.,  P), 

a,  6,  a  et|3  étant  des  quantités  constantes. 

Cela  posé,  1  désignant  une  constante  arbitraire,  il  est  facile  de  voir 
que  l'équation 

est  une  intégrale  du  système  d'équations  (i). 

Il  suffit,  pour  cela,  de  vérifier  que  la  dilférentielle  de  l'expression 
précédente  s'annule  en  vertu  des  seules  relations  fi). 

Or  ou  a   . 


J  f^d^f        d^f        d'f     ^  d^f 


dx^  dx  dy  dadx        ^  dbdx 

d\f     I   ..^  d\f   ^    ^    d\f     ^    ,    d^f 
dxdy  dy-         '  dady^       '    dbdy 


-  df  u  -7-4-  +  •/) 


Remarquons  maintenant  que,  les  polynômes  y (j;,  y)  et  ^(H,  ri) 
étant  respectivement  égaux  à  F[x^  y,  a,  6)  etàP\^,  >:,  a,  |3)  qui 
sont  du  second  degré  par  rapport  aux  variables,  on  a  les  relations 
suivantes  : 

d\f_d^         d'f   __  d'-o 

dx^       de.'        dxda  '~~  dldoc. 
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d'où,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  fonctions  liomogèncs, 

dx-  dxdy         '  dxda       '   dxdb        d'E, 

et 

^    d'-f  d'f  d'f        ^    d'f        do 

^  dxdy  dy-  dyda       '    dydb       d-r\ 

La  valeur  de  dÀ  devient,  par  suite, 

et  elle  s'annule  évidemment  en  vertu  des  relations  (i). 
2.  Soit  l'équation  du  second  ordre, 

(3)  ''^^'  ^^^" 


où  F  désigne  imo  fonction  quelconque  de  -y-  • 

Supposons   que  nous   connaissions   une  intégrale  particulière  de 
l'équation 

et  soit 

(5)  -/î^Gl^) 

cette  intégrale-,  si  l'on  imagine  les  variables  ^  et  yî  liées  par  cette  re- 
lation dans  les  équations  (i),  elles  deviennent 


dx dy     V/fjr,  ■>■) 

ou  bien  encore 


(f^) 


(j'Cc 


s'iK'i-,  n)      sJo{î,,  ■/;)      \'f{^-,  y) 
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On  peut  aussi  éliminer  |  entre  les  équations  précédentes  5  on  a 

d'où  

d'y  _0"[l)\'o{l.,-n)^ 

comme  r  =  0(?)  est  une  solution  particulière  de  l'équation  (4),  on  a 
l'équation  du  second  ordre  entre  a;  et  y  est  donc 


F 

3) 


\  (Jx  ) 


dx^      s/f{x,r) 

3,  D'après  ce  que  j'ai  dît  plus  haut,  l'équation  (2),  si  l'on  y  fait 
vîj  =  0^  ^),  est  une  intégrale  du  système  d'équations  du  premier  ordre 

(6). 

On  peut  immédiatement  appliquer  à  ces  équations  le  principe  du 

dernier  multiplicateur  de  Jacobi  (  *),  car  on  a  évidemment 

d  f    ^    \  ,  d  f  o^a)  \,4,  ,^,^ 


on  a  donc  pour  deuxième  intégrale 

\  [-4]  .  =  consl.  ; 

et  cette  dernière  équation  sera  l'intégrale,  avec  deux  constantes  arbi- 
traires, de  l'équation  (3),  |  étant  exprimé,  en  vertu  des  équations 
(2)  et  (a),  en  fonction  de  1^  x  et  y. 

(')  Jacosi,   Theoria  noi'a  mulùpUcatorls,  etc.  [Jui/r/uif  de  CreUc,  t.  27,  p.  256). 
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CARACTÈRE  DE  CONVERGENCE  DES  SÉRIES   ('); 
Par  m.  V.  ERMAKOF. 

(Traduit  du  russe  par  M.  .1.  Hoiiel.) 

Ma  Communication  est  relative  au  caractère  général  de  conver- 
gence des  séries  infinies,  à  termes  de  signe  constant  et  décroissants, 

(0  /(o)+/(i)+/(2)+/(3)+.... 

Ma  démonstration  est  fondée  sur  ce  théorème  connu,  dû  à  Cauchy  : 
La  série  (i)  est  convergente,  si  l'intégrale  définie 

«/o 

a  une  valeur  finie,  et  divergente  dans  le  cas  contraire. 

Supposons  que  9  (^),  pour  x  croissant  à  partir  d'une  limite  con- 
stante quelconque,  soit  constamment  positive,  croisse  à  l'infini,  et 
satisfasse  à  l'inégalité  (^[x]  ^x.  Nous  appellerons  une  fonction  ainsi 
déterminée  une /bwc/tow  conjuguée  de  première  espèce.  Comme  exemples 
de  fonctions  assujetties  à  cette  condition,  on  peut  citer  les  fonctions 

(3)  X -\- \,     ix,     x'',     e'^, .  .  .. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  ce  théorème  : 

La  série  (i)  sera  convergente  ou  divergente,  selon  que  le  rapport 

(n  c?'ix)f[o{x)] 

pour  x  croissant  jusqu'à  V infini,  tendra  vers  une  limite  plus  petite  ou 
plus  grande  que  V unité. 

Démontrons  d'abord  la  première  partie  du  théorème.  Supposons 
que  le  rapport  (4)  tende  vers  une  limite  moindre  que  l'unité.  Dans 
ce  cas,  on  peut  trouver  une  quantité  a  <^  i ,  telle  que,  pour  toute  va- 


(')  ('onimniiifiuo  dans  la  séance  du  ,         ; — ■  1871  du  troisième  Congrès  des  Na- 

"^  4  septembre 

turalistes  russes  tenu  à  Kiev. 
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leur  de  x  supérieure  à  un  certain  nombre  n,  on  ait 

o'{x)f[o{x)] 


On  tire  de  là 


<«. 


/      o' [x)f[o[x)'\dx  <Co(.  \      f[x)dx, 
J  II  *J  II 

En  posant  tp'n)  =  m,  on  aura,  d'après  la  propriété  de  la  fonction 
o(a"\  m^n.  En  changeant,  dans  l'intégrale  du  premier  membre, 
^[x)  en  ^,  il  vient 

rf{z)clz<ocrf{x)dx, 

J  m  «/« 

d'où  l'on  tire  aisément 

r f[z)dz<^-^  rf[x)âx. 

J  n  i  ce  J  n 

Le  second  membre  de  la  dernière  inégalité  est  une  quantité  positive 
et  finie-,  par  conséquent,  le  premier  membre,  c'est-à-dire  l'intégrale 
définie  (2),  sera  aussi  une  quantité  finie. 

Démontrons  maintenant  la  seconde  partie  du  tliéorème.  Suppo- 
sons que  la  limite  du  rapport  (4)  soit  plus  grande  que  l'unité.  La 
limite  du  rapport  (4)  peut  être  aussi  égale  à  l'unité,  si  ce  rapport 
arrive  à  l'unité  par  des  valeurs  décroissantes.  Dans  les  deux  cas, 
l'intégrale  définie  (2)  sera  infiniment  grande.  En  effet,  dans  ces 
deux  cas,  pour  toute  grandeur  de  x  supérieure  à  un  certain  nombre 

positif  «,  on  aura 

i{x)f\^[x)\^ 

d'où  l'on  tire 

r  o'[x)f\^[x)\dx:>r  f{x]dx, 

Jn  >J  n 

et,  en  changeant  dans  le  premier  mend^ro  ©  (x)  en  x^ 

rf{z)dz>  r  f{x)dx, 

J  m  J  n 

OU 

f{z)dz>        f{x)dx-\-\     f{x)dx. 

n  J  n  J  II 
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La  dernière  inégalité  n'est  satisfaite  pour  aucune  valeur  finie  de  l'in- 
J'[x)dx]  par  suite,  l'intégrale  définie  (2)  est  in- 

u 

finiment  grande. 

Transformons  maintenant  de  deux  autres  manières  le  caractère  de 
convergence  cjue  nous  venons  d'obtenir.  Posons 

d'où 

le  rapport  (4)  deviendra 


(5) 


'\''[^)f[^{^)] 


La  fonction  'li{z)  est  positive,  elle  croît  h  l'infini,  et  satisfait  à  l'iné- 
galité \^[z)<^z.  JNous  l'appellerons  Yfnc/ioJi  conjuguée  de  seconde 
espèce.  A  toute  l'onction  conjuguée  de  première  espèce  correspond 
une  ionction  réciproque  conjuguée  de  seconde  espèce.  Aux  fonc- 
tions (3)  correspondent  les  fonctions  conjuguées  de  seconde  espèce 

1 

X  —  I,       jX,      x\      log^,."' 

Soit,  de  plus,  Q[jc)  une  fonction  conjuguée  cjuelconque  de  première 
ou  de  seconde  espèce.  Posons 

x=Oiz)    et    cf[eiz)]  =  ^V{z); 

la  fonction  ^{z)  sera  évidemment  aussi  une  fonction  conjuguée  de 

première  ou  de  seconde  espèce.  Le  rapport  (4)  se  changera  dans  le 

suivant, 

f.,  '  <^'{z}f[^l^{z)] 

^^  0'i^)f[0{z]]' 

L'i  les  fonctions  conjuguées  ^  {s)  et  6  [z]  satisfont  à  l'inégalité 
^[z)  ^  0(-)-  Le  théorème  démontré  plus  haut  peut  s'exprimer 
comme  il  suit  : 

L'intégrale  définie  (2)  sera  une  quantité  finie,  si  Vun  des  rapports 
(4^,  (5),  (6)  tend  vers  une  limite  moindre  que  Viinité,  et  une  quantité 
infinie  si  Vun  de  ces  rapports  tend  vers  une  limite  plus  grande  que  l'unité, 
ou  tend  vers  Vunité,  mais  en  convergeant  vers  cette  limite  par  des  valeurs 
décroissantes. 
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Dans  une  dissertation  pour  le  grade  de  magistcr,  intitulée  : 
«  Convergence  des  séries  infinies,  d'après  leur  forme  extérieure  », 
le  professeur  Bougaïef,  à  Moscou,  a  donné  une  règle  pour  obtenir, 
au  moyen  du  théorème  des  séries  conjuguées,  un  nombre  infini  de 
caractères  de  convergence,  qui  s'expriment  par  le  rapport  de  deux 
termes  de  la  série,  et  sont  renfermés  dans  la  formule  générale  que 
nous  avons  démontrée, 


e'{z)f[0{z}] 


> 


Prenons  la  première  forme  (4)  du  caractère  de  convergence  ob- 
tenu, et  cherchons  à  déterminer  une  fonction  (f  {x)  qui  donne  le  ca- 
ractère de  convergence  le  plus  simple  et  le  plus  sensible.  Pour 
résoudre  ce  problème,  nous  nous  servirons  des  deux  théorèmes  sui- 
vants : 

Désignons  par  <p*(j^)  une  fonction  qui  indique  que  l'opération  re- 
présentée par  le  symbole  <f  doit  être  ellbctuée  k  fois  sur  la  variable  x. 
Nous  allons  maintenant  démontrer  ce  théorèm.e  : 

I.  Les  fonctions  cj.^  [x)  et  ^^{x)  donnent  une  sensibilité  identique  pour 
les  caractères  de  convergence  et  de  divergence. 

Etablissons  ce  théorème  dans  un  cas  particulier,  pour  A;  =  2. 
Posons 

<l^{x)  =  o[o{x)]. 

En  remplaçant,  dans  le  premier  facteur  du  second  membre  de  l'iden- 
tité 

^l->'{x)f[i^{x)]  ^  o'\cf{x)]f\^[o{x)]\   c^'{x)f[oix)] 

(p(a;)  par  z,  il  vient 

^^'{x)f[<^{x)]_o'{z)f[^{z)]  cf'{x)f[^{x)] 

d'où  l'on  tire,  pour  5?  =  ce  ,  ;:  =;  00  , 
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CctLc  équation  fait  voir  que  les  limites  des  deux  rapports 

sont  simultanément  supérieures,  inférieures  ou  égales  à  l'unité, 
c'est-à-dire  que  les  fonctions  4>(x)  et  o(a^)  donnent  des  caractères 
de  convergence  d'une  égale  sensibilité.  On  peut  facilement  étendre 
cette  démonstration  au  cas  général  où  k  est  un  nombre  entier  ou 
fractionnaire,  positif  ou  négatif. 

II.  De  deux  fonctions  conjuguées  de  première  espèce,  la  plus  grande 
est  celle  qui  donne  le  caractère  le  plus  sensible  de  convergence  ou  de  diver- 
gence. 

Soient  <î>(a?)  et  6[xj  deux  fonctions  conjuguées  de  première 
espèce,  satisfaisant  à  l'inégalité  ^(a?)  ^  0(x).  Si  la  série  (i)  est  con- 
vergente, alors  on  a,  d'après  le  théorème  que  nous  avons  démontré, 

d'où 

La  dernière  inégalité  montre  que  'P[x)  donne  un  caractère  de  con- 
vergence plus  sensible  que  6[x). 

Supposons  maintenant  que  la  série  (i)  soit  divergente  j  alors 

cD-(^)/-[cl)(^]1^ 
0'{x)f[9[x)]=    ' 
d'où 

Par  suite,  ^[x)  donne  encore  un  caractère  de  divergence  d'une  plus 
grande  sensibilité. 

Les  deux  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  nous  donnent 
le  moyen  de  décider  laquelle  de  deux  fonctions  conjuguées  de  pre- 
mière espèce  donne  le  caractère  de  convergciiccî  le  plus  simple  et  le 
plus  sensible.  Prenons,  par  exemple,  les  deux  fonctions  c'   cl  x^ . 

Comme  lim --  =  ce  ,  alors,  d'après  le  théorèaie  il,  x^  donnera  un 
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caractère  plus  sensible  que  e^.  En  posant 

on  a 

Comme  lim—   =  oo  ,  alors,  d'après  le  théorème  II,  e'"  donne  un  ca- 

ractère  plus  sensible  que  x"^.  Ces  trois  fonctions  peuvent  donc,  sous 
le  rapport  du  degré  de  sensibilité,  être  rangées  dans  l'ordre  suivant, 

e%     ^',      e'*. 

D'après  le  tliéorème  I,  la  première  et  la  dernière  de  ces  fonctions 
donnent  des  caractères  de  la  même  sensibilité;  donc  les  trois  fonc- 
tions donnent  des  caractères  également  sensibles;  mais,  parmi  ces 
fonctions,  e""  est  la  plus  simple. 

En  la  comparant  de  la  même  manière  à  toute  autre  fonction  con- 
nue, on  arrivera  toujours  à  cette  conclusion  que  e'  donne  le  plus 
simple  parmi  les  caractères  de  convergence  les  plus  sensibles. 

Démontrons  actuellement  qu'il  n'y  a  pas  de  fonction  conjuguée 
de  première  espèce  qui  donne  un  caractère  de  convergence  de  sen- 
sibilité maximum.  Cela  résulte  de  ce  que,  étant  donnée  une  fonction 
cj)(a;),  ou  peut  toujours  trouver  une  autre  fonclion  ^<^x'i  qui  donne 
un  caractère  de  convergence  plus  sensible.  Comme  fonction  ^ix) 
jouissant  de  cette  propriété,  on  a  la  fonction 

où  l'opération  indiquée  par  le  symbole  cp  doit  être  répétée  x  fois  sur 
la  variable  x.  En  eliét,  pour  ^  >  i,  ^""i^x)  >■  ^(.r;,  d'où  il  suit,  en 
vertu  du  théorème  II,  que  o'  (x)  donne  un  caractère  de  convergence 
plus  sensible  que  cj)(a?).  Ici  on  ne  peut  pas  établir  que  '■^'(a:)  et  &  x) 
donnent  des  caractères  également  sensibles;  car  le  théorème  I  n'a 
plus  lieu  ici. 

Pour  revenir  à  la  fonction  e-*',  son  inverse  est  loga:.  Celte  fonction 
donne  la  règle  suivante  : 

La  série  (i)  est  convergente,  si  la  limite  de  Vun  des  rapports 

(n)  ^^/(^^)  •^/(■^') 
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est  moindre  que  l'uniié,  et  divergente  si  Vun  de  ces  rapports  tend  vers  une 
limite  plus  grande  que  Vuniiè,  ou  tend  vers  Vutiilé  en  passant  par  des 
valeurs  décroissantes.  Si  Vun  des  rapports  [y)  croît  en  tendant  vers 
r unité,  la  série  (i)  pourra  bien  être  convergente  ou  divergente. 

On  peut  démontrer  que  ce  caractère  de  convergence  est  plus  sen- 
sible c[ue  tous  les  caractères  connus  jusqu'à  présent  5  mais  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  à  cettto  démonstration. 

Pour  toutes  les  séries  employées  dans  l'Analyse,  les  rapports  (  7  ) 
tendent  vers  zéro  ou  vers  l'infini.  En  général,  on  ne  peut  trouver  une 
fonction  analytique  fi^x)^  telle  que  les  rapports  (7)  tendent  vers 
une  limite  finie. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

Gauss  (F.- G.).  —  Fiinfstelligc  vollst-ïndigc  logarithmisclie  und  tri- 
gonometrisclic  Tafcln.  Gr.  8°.  Berlin,  Rauli.  |  Thlr. 

General  Bericlit  ûber  die  europiiisclic  Gradmessung  fiirdas  Jalir  1869. 
Gr.  4".  Berlin,  Reimer.  i  ~  Thlr. 

Guillemi7i  (A.).  —  Le  Soleil.  Illustré  de  08  fig.  sur  bois.  2"  édition. 
Jn-8",  273  p.  Paris,  Hachette.  i  Ir. 

Guthrie  (Fr.).  —  The  Laws  of  IMagnitudc  ;  or  tlic  Elementary  Rules 
of  Arithmetic  and  Algebra  demonstrated.  Post-8°,  188  p.  London, 
Triibner.  5  sh. 

Haan  (D.  Bierens  de).  —  Over  eenige  nieuwe  herleidingsformulen 
bij  de  théorie  der  bepaalde  integralen.  Uitgegcven  door  de  koning- 
lijke  Akademic  van  Wetenschappen.  4°«  2  en  65  bl.  Amsterdam, 
Van  der  Post.  i  11.  4o  ^•• 

Hechel  (C.).  —  Lcitfaden  zum  Unterricht  in  der  ebenen  Trigonomé- 
trie. Gr.  8".  Reval,  Kluge.  |Thlr. 

Hoffmann  (A. y.  —  Ma thematische Géographie.  8".  Paderborn,  Scho- 
niiiiili.  V  Thlr. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.        '  aSy 

REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

HOUEL  (J.).  —  Cours  de  calcul  infinitésimal,  professé  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. —  Première  partie  (Cours  au- 
tographié)-,  375  p.  in-4°-  Paris,  Gauthier- Villars,  1870-1871. 

Carnot,  «  cherchant  à  savoir  en  quoi  consiste  le  véritable  esprit  du 
calcul  infinitésimal  »,  résume  ainsi  sa  théorie,  dans  ses  Réflexions  sur 
la  métaphysique  du  calcul  infinitésimal  :  «  Qu'il  soit  difficile  ou  non 
d'en  donner  une  démonstration  générale,  la  vraie  métaphysique  de 
l'analyse  infinitésimale,  telle  qu'on  l'emploie  et  telle  que  tous  les 
géomètres  conviennent  qu'il  faut  l'employer  pour  la  facilité  des  cal- 
culs, n'en  est  pas  moins  le  principe  des  compensations  d'erreurs  » 
(p.  4yi  édition  de  1839)  ;  et  plus  loin  encore  (p.  21 5)  :  «  Le  mérite 
essentiel,  le  sublime,  on  peut  le  dire,  de  la  méthode  infinitésimale, 
est  de  réunir  la  facilité  des  procédés  ordinaires  d'un  simple  calcul 
d'approximation  à  l'exactitude  des  résultats  de  l'analyse  ordinaire.  » 

S'inspirant  de  l'idée  de  Carnot,  M.  Hoûel  fonde  le  calcul  infini- 
tésimal sur  la  considération  des  équations  imparfaites,  et  il  reste 
fidèle  au  point  de  vue  adopté,  non  par  Carnot  précisément,  mais 
plutôt  par  M.  Duhamel,  dans  la  première  édition  de  son  Cours 
d'Analyse.  Sans  discuter  ici  ce  point  de  vue  de  l'auteur,  nous  devons 
cependant  reconnaître  que  toutes  les  notions  relatives  aux  grandeurs, 
à  la  continuité,  aux  dillérentielles,  etc — ,  sont  présentées  avec  une 
grande  netteté  et  une  extrême  rigueur.  Ces  développements,  qui 
concernent  ce  qu'on  peut  appeler,  avec  Carnot,  la  métaphysique  du 
calcul  infinitésimal,  forment  l'objet  des  cinq  premières  leçons. 

Avant  d'aborder  le  calcul  infinitésimal,  M.  Hoiiel  consacre  une 
trentaine  de  pages  à  l'exposé  des  principes  élémentaires  de  la  théorie 
des  déterminants  5  c'est  là  une  sage  précaution,  car  ce  calcul  algo- 
rithmique joue  un  rôle  important  dans  toutes  les  branches  de  l'ana- 
lyse. Nous  devons  dire  ici  que  l'identité  écrite  au  n°  35  suppose  le 

déterminant 

.     p'     p" 

q      I      q" 

r     r'      I 

égal  à  l'unité  ;  c'est  une  condition  que  l'auteur  a  oublié  de  mentionner. 

L'idl.  des  Scieiicex  mathcrn.  et  astron.,  t.  II.  (Septembre  iSji.)  I7 
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La  partie  du  cours  actuellement  publiée  se  compose  de  45  leçons  : 
les  26  premières  renferment  les  définitions  relatives  aux  dérivées 
et  aux  différentielles,  l'étude  du  mécanisme  du  calcul  différentiel, 
puis  les  premiers  principes  du  calcul  intégral,  et  enfin  l'application 
du  calcul  infinitésimal  au  développement  en  série  et  à  la  recherche 
des  valeurs  maxima  et  minima  des  fonctions  ;  les  1 8  leçons  suivantes 
sont  destinées  aux  applications  géométriques  5  dans  la  dernière 
leçon,  il  est  traité  des  déterminants  fonctionnels  et  du  changement 
de  variables  dans  les  intégrales  multiples. 

Nous  nous  contenterons  de  cette  indication  générale  sur  la  distri- 
bution du  cours,  car  la  reproduction  détaillée  des  titres  des  leçons 
nous  fournirait  seulement  une  table  de  matières  semblable  à  celle 
qu'on  rencontre  dans  tous  les  traités  de  calcul  différentiel  et  ne 
nous  apprendrait  absolument  rien  sur  la  manière  dont  est  conçu 
l'ouvrage  que  nous  voulons  analyser. 

M.  Hoûel  fait  suivre  la  définition  des  différentielles  de  celle  des 
intégrales  définies  ;  puis,  immédiatement  après  les  applications  fon- 
damentales du  calcul  différentiel  au  développement  en  série  et  à 
la  recherche  des  maxima  et  minima,  il  s'occupe  de  l'intégration 
des  expressions  différentielles  et  donne  :  l'intégration  des  fonctions 
rationnelles-,  celle  des  irrationnelles  du  second  degré,  des  différen- 
tielles binômes  5  l'intégration  par  réductions  successives;  les  in- 
tégrales définies^  les  intégrales  eulériennes  (XX^,  XXP,..., 
XXIV^  leçons).  Cet  intervertissement  de  l'ordre  habituellement 
suivi  nous  semble  une  heureuse  innovation.  Nous  avons  encore  re- 
marqué, dans  les  règles  de  différentialion,  l'introduction  systéma- 
tique des  fonctions  hyperboliques,  au  même  titre  et  sur  le  même 
pied  que  les  fonctions  circulaires  ;  c'est  un  bon  exemple  à  suivre. 

Nous  devons  maintenant  ajouter  que  toutes  les  questions  sont  dé- 
veloppées avec  le  plus  grand  soin  -,  les  exemples  sont  variés  et  par- 
faitement choisis-,  et  l'on  rencontre,  soit  dans  la  partie  théorique, 
soit  dans  les  applications  analytiques  ou  géométriques,  une  grande 
richesse  de  détails;  il  nous  faudrait  suivre  pas  à  pas,  si  nous  voulions 
noter  tout  ce  que  nous  avons  remarqué.  Signalons  cependant  la 
question  du  changement  de  variables,  la  recherche  des  valeurs 
maxima  et  minima  des  fonctions,  le  problème  des  quadratures  et  des 
cubatures. 

Dans  la  théorie   du   maxiinuni  vl  du   minimum,  l'auteur  aurait 
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peut-être  dû  consacrer  au  moins  une  remarque  à  un  cas  particulier 
qui  se  présente  très-fréquemment  et  pour  lequel  il  est  utile  d'indi- 
quer la  direction  qu'il  est  bon  de  donner  au  calcul  :  c'est  celui  où  la 
fonction  est  homogène  par  rapport  aux  variables  dont  elle  dépend, 
ces  variables  étant  liées  elles-mêmes  par  des  relations  homogènes. 
On  pouvait  aussi,  dans  la  question  des  points  multiples  (XXXIII'"^ 
leçon),  compléter  l'étude  des  points  doubles  par  l'observation  sui- 
vante, qui  est  assez  importante  :  c'est  qu'en  un  point  de  rebrousse- 
ment  de  i"'  espèce,  le  contact  effectif  de  la  tangente  est,  en  général, 
du  I®'  ordre  seulement,  tandis  qu'il  est  nécessairement  d'un  ordre 
supérieur  au  premier  pour  le  rebroussement  de  2*  espèce.  Là  se 
présentait  aussi,  naturellement,  la  détermination  des  cercles  oscula- 
teurs  en  un  point  multiple. 

M.  Hoùel  a  su,  en  définitive,  donner  l'attrait  de  la  nouveauté  à 
un  sujet  éminemment  classique 5  la  part  qu'il  prend  avec  nous  à  la 
publication  de  ce  Recueil  nous  empêche  d'exprimer  librement  notre 
opinion  sur  son  nouvel  ouvrage,  digne  pendant  de  la  Théorie  élé- 
mentaire des  quantités  complexes.  Nous  nous  bornerons  à  demander 
que  notre  collaborateur  veuille  bien  nous  donner  la  suite  de  son 
cours  ;  cette  suite  est  d'autant  plus  désirable  qu'on  est  obligé  d'aller 
chercher  dans  des  Mémoires  disséminés,  dans  les  collections  les  plus 
variées,  les  traces  des  progrès  récents  de  l'analyse,  et  la  publication  de 
M.  Hoûel  sera  certainement  accueillie  avec  reconnaissance. 

L.  P. 

HEBbllIIEBT)  (H.).  —  TeopÎM  cpasHeHiii.  —  CanKTneTepGypri),  btj 
THnorpa(J)iw  IlMnepaTopcKOÛ  AKa4,eMiii  HayRi.  1849  (M- 

Nous  croyons  utile  de  signaler  à  nos  lecteurs,  malgré  sa  date  déjà 
ancienne,  cet  excellent  Traité  élémentaire  de  Théorie  des  nombres, 
qui  se  distingue  de  la  plupart  de  ceux  que  nous  connaissons  par  une 
exposition  assez  claire  et  assez  développée  pour  rendre  accessible  à 
quiconque  possède  les  éléments  d'algèbre  les  principes  de  cette 
branche  des  Mathématiques,  où  les  commençants  rencontrent  sou- 
vent tant  de  difficultés. 

L'auteur  a  facilité  notablement  l'intelligence  de  diverses  proposi- 

(')  TcHEB\CHEF  (P.),    Théorie  des   cons^rucnces.   Saint-Pétersbourg;    typographie   de 
l'Académie  impériale  des  Sciences,  i8i'|i).  —  i  vol.  in-S",  x- 280  pages. 
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lions,  en  les  faisant  suivre  toujours  d'exemples  numériques.  Nous 
allons  indiquer  brièvement  le  contenu  de  cet  ouvrage,  dont  il  serait 
Lieu  à  désirer  que  l'on  publiât  une  traduction  dans  une  des  langues 
de  l'Europe  occidentale. 

L'Introduction  traite  des  propriétés  des  nombres  premiers  entre 
eux  et  de  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs  premiers  ;  elle 
se  termine  par  d'importantes  propositions  sur  les  nombres  en  pro- 
gression arithmétique. 

Chapitre  I.  De  la  congruence  en  général.  —  Définition.  Propriété 
d'une  congruence.  Solution  des  congruences.  Résidus  minima. 
Nombre  des  solutions  d'une  congruence. 

Chapitre  11.  Congruence  du  premier  degré.  —  Résolution  dans  le 
cas  d'un  module  premier  avec  le  coefficient  de  l'inconnue.  Théorèmes 
de  Fermât  et  d'Euler.  Application  de  ces  théorèmes  à  la  résolution 
des  congruences  du  premier  degré.  Congruences  où  le  module  n'est 
pas  premier  avec  le  coefficient  de  l'inconnue. 

Chapitre  III.  Des  congruences  de  degré  supérieur  en  général.  — 
Réduction  à  l'unité  du  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  l'in- 
connue. Limite  supérieure  du  nombre  des  solutions.  Théorème  de 
Wilson,  etc.  Evanouissement  des  termes  dont  le  degré  est  supé- 
rieur ou  égal  au  module.  Caractère  auquel  on  reconnaît  si  l'équa- 
tion a  autant  de  solution  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré. 

Chapitre  1Y.  Des  congruences  du  second  degré.  —  Réduction  à  la 
forme  x^^q[raoà.p).  Nombre  des  solutions  de  cette  congruence. 

Du  symbole  (  -  )•  Expressions  pour  la  détermination  de  ce  symbole. 
Valeur  de  (  -  )•  Loi  de  réciprocité  de  deux  nomlDres  premiers.  Mé- 
thode  pour  calculer  la  valeur  de   (  -  )  •  Résolution  des  équations 

(  -  I  =  ±  I.   Résolution  de  la  congruence  z^^q  (mod.p)  pour  p 

premier  et  =4^  +  3.  Cas  où  le  module  est  un  nombre  composé. 

Chapitre  V.  Des  congruences  binômes.  —  De  la  congruence 
X'"- —  A  ^o  (mod./)),  p  étant  un  nombre  soit  premier,  soit  composé. 

Chapitre  VI.  Des  congruences  de  la  forme  a"  ^  iV(mod.  p).  —  De 
la  congruence  a^  ^  A  (mod.  /))  en  général,  et  en  particulier  de  la  cou- 
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gruence  a'^^i(mocl./)).  Des  solutions  delà  congruence«'^^A(nio(l./)). 
Des  indices.  Résolution  des  eongruences  binômes  à  l'aide  d'une 
table  d'indices.  Théorèmes  pour  la  détermination  des  racines  primi- 
tives. Exemple  de  cette  détermination.  Autre  méthode.  ]Noml:>re  des 
racines  primitives. 

Chapitre  VII.  Des  eongruences  du  second.degré  à  deux  inconnues.  — 
De  la  eongruenee  a;*  H-  A j/-  H-  B  ^  o  (mod.  p) .  Diviseurs  de  x-  ±  Ay- . 
Détermination  de  ces  diviseurs  dans  le  cas  de  A  premier.  Propriétés 
des  formes  quadratiques.  Expression  des  diviseurs  de  X'  ±  ay"  à 
l'aide  de  ces  propriétés.  Détermination  des  diviseurs  linéaires  au 
moyen  des  formes  quadratiques. 

Chapitre  \  III.  Application  de  la  théorie  des  eongruences  à  la  décom- 
position des  nombres  en  facteurs  premiers.  —  Cette  décomposition  se 
ramène  à  la  détermination  des  diviseurs  de  la  forme  a'"  d=  i .  Déter- 
mination des  diviseurs  des  nombres  fondée  sur  la  théorie  des  divi- 
seurs de  x^  ±  ay^. 

Appendice.  I.  Sur  les  résidus  quadratiques. —  II.  Sur  la  détermi- 
nation des  racines  primitives.  —  III.  Sur  la  détermination  du  nombre 
des  nomlires  premiers  inférieurs  à  une  grandeur  donnée. 

Dans  cette  dernière  Note,  l'auteur  démontre  les  théorèmes  sui- 
vants : 

i"  Si  o[x)  désigne  le  nombre  des  nombres  premiers  moindres  que 
X.,  n  un  nombre  entier  quelconque,  et  o  une  quantité  ^o,  la  somme 

>      o(x  +  I    —  o{x)  — — "^—^ 

sera  une  fonction  qui,  pour  f/  tendant  vers  zéro,  convergera  vers  une 
limite  finie. 

2**  De  37  =  2  à  X  =  co  ,  la  fonction  (^  [x)  satisfait  un  nombre  infini 
de  fois  à  rinégalité 


et  à  l'inégalité 


r'^  dx  ax 

,    .    ^  r'   clx  ax 
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quelque  petite  que  soit  la  quantité  positive  a,  et  quelque  grand  que 
soit  le  nombre  n. 

S**  L'expression  — — -  —  logx,  pour  a;  =:  oo  ,  ne  peut  avoir  d'autre 

limite  que  —  i . 
4°  Si  l'expression 

(log^)« 


i^'(/'^>-Xi^) 


pour  a^  =  00  ,  a  pour  limite  une  quantité  finie  ou  l'infini,  f[x)  ne 

pourra  représenter  ç  [x]  aux  quantités  près  de  l'ordre  -j -• 

5°  Si  la  fonction  cf  [x)  peut  s'exprimer  aux  quantités  près  de 
l'ordre  de  ■-\ r;;  en^  fonction  algébrique  de  x^  loga;,  «',  son  ex- 
pression sera 

x  î    X  l.-X.X  I.'2.3...(«  —  i).x 

1 1 1_.  .  ._j ! — ^ —  . 

log^       {\o^xf      (log^)^  (log^)" 

L'ouvrage  est  terminé  par  plusieurs  tables  numériques,  savoir  : 

L   Table  des  nombres  premiers  inférieurs  à  6ooo. 

IL  Racines  primitives  et  indices  pour  les  modules  premiers  infé- 
rieurs à  200. 

IIL  Diviseurs  linéaires  de  la  forme  quadratique  x'^  -\-  ay*  pour 
toutes  les  valeurs  de  a  depuis  i  jusqu'à  loi. 

IV.  Diviseurs  linéaires  de  la  forme  quadratique  x'^ — ay'^  pour 
toutes  les  valeurs  de  a  depuis  i  jusqu'à  loi. 

On  voit  que  l'Ouvrage  de  l'éminent  mathématicien  russe  contient 
une  riclie  collection  de  matériaux  importants,  et  qu'une  étude  plus 
approfondie  et  une  traduction  complète  de  cet  excellent  Traité  sur 
la  théorie  des  nombres  mériteraient  de  trouver  place  dans  une  de 
nos  collections  mathématiques.  J.  H. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  l'Ecole  Normale  supérieure.  • 

T.  VII,  année  1870  (*). 

Collet.  —  Intégration  des  équations  simultanées  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  d'une  seule  fonction.  (02  p.) 

L'auteur  commence  par  rappeler,  dans  une  Introduction,  les  tra- 
vaux de  Cauchy,  de  Pfaff,  de  Jacobi,  d'Ampère,  de  Bour  et  de  Boole, 
qui  ont  quelque  rapport  avec  la  question  dont  il  s'occupe.  Cela  posé, 
il  se  propose  le  problème  suivant  : 

Etant  données  les  relations 

/  r=  o ,    /.  =  o ,    /„  =  o 

entre  une  fonction  V,  les  variables  <7i,  ç»,--^  Q»  dont  elle  dépend, 
et  les  dérivées  de  V  par  rapport  à  ces  mêmes  variables,  trouver  l'ex- 
pression de  V  en  fonction  de  9,,  q^^...^  </„  qui  satisfait  aux  équations 
proposées. 

Le  problème  que  se  propose  M.  Collet  au  début  de  son  travail 
n'est  pas,  on  le  voit,  énoncé  avec  toute  la  précision  nécessaire.  Etant 
données  les  m  premières  équations  différentielles 

fi  —  o. 

la  première  question  qu'on  doit  se  proposer  est  celle  de  savoir  si  les 
équations  sont  compatibles. 

L'auteur,  pour  résoudre  le  problème  qu'il  s'est  proposé,  commence 
par  rechercher  les  relations  qui  expriment  que 

/?,  </^,  + . . .  +  /?„  dq^ 

est  une  différentielle  exacte. 

Supposons  que  les  fonctions  /),  soient  déterminées  par  les  équations- 

fi=ai', 

où  les  ff;  sont  des  constantes  arbitraires  ou  déterminées,  les  condi- 
tions   d'intégrabilité  de  ce  système   d'équations   simultanées   sont 

(*)  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  27. 
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exprimées  par  les  équations  connues 

(/■./a)  =  o. 

Et  ces  conditions,   l'auteur  le  démontre,  sont  nécessaires  et  suffi- 
santes. 

Dans  un  second  paragraphe,  l'auteur  revient  au  problème  qu'il 
s'est  proposé,  et  il  suppose  que  l'on  ait  entre  les  quantités  p,,  au 
nombre  de  «,  un  nombre  de  relations 

fi  =  o,     f„  =  o 

insuffisant  pour  les  déterminer.  Les  recLierclies  du  §  I  apprennent 
que  les  équations 

devront  être  des  conséquences  des  équations  données.  U  pourra  donc 
se  présenter  plusieurs  cas.  Ou  bien  ces  relations  seront  identique- 
ment satisfaites,  ou  bien  elles  seront  des  conséquences  des  pre- 
mières, ou  enfin,  n'étant  pas  satisfaites  en  vertu  des  premières,  elles 
conduiront  à  de  nouvelles  relations  entre  les  p,,  ç,.  On  reconnaît 
donc  sans  difficulté  que  le  problème  sera  impossible  ou  qu'il  con- 
duira à  un  système  d'équations  dans  lequel  les  relations  d'intégra- 
bilité  seront  satisfaites  en  vertu  des  proposées.  On  est  donc  ramené 
au  problème  suivant  : 

Étant  données  entre  les  quantités  />,,  ç.,  en  nombre  an,  s  relations 

/  =  «,,...,      fs  —  Os, 

qui  satisfont  aux  conditions  d'intégrabilité,  trouver  entre  les  mêmes 
quantités  une  nouvelle  relation 

qui  satisfasse  aussi  aux  mêmes  conditions. 

L'auteur,  on  le  voit,  admet  encore  que,  si  les  fonctions  fi  satis- 
font aux  conditions  d'intégrabilité,  il  y  aura  une  solution  commune. 
Quoique  cette  proposition  ne  soit  pas  difficile  à  démontrer,  son 
omission  ôte  un  peu  de  clarté  au  travail  du  jeune  et  habile  géomètre. 

Collet.  —  Du  facteur  Intégranl  pour  les  expressions  différentielles 
(lu  !'"'■  ordre  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables  indé- 
■pendantes.   (3o  p.) 

Dans  ce  nouveau  et  élégant  travail,  l'auteur  se  propose  de  recher- 
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cher  sous  quelles  conditions  l'expression 

X,  dxt  -t-. . .+  X„dx„ 

devient  une  difrérentielle  exacte,  quand  on  la  multiplie  par  un  fac- 
teur convenablement  choisi.  Cette  question  est  très-intéressante,  et 
elle  offre,  on  le  voit,  une  application  remarquable  des  principes 
posés  par  l'auteur  dans  le  INIémoire  précédent.  Soit 

...         ^r    du.       ^   du.  ( dX/,       dXk\ 

On  aura  (^,  k)  =  o,  et  la  considération  de  ces  équations  conduit 
à  la  relation  bien  connue 

..  ^/r7X*       JX„\  /r/X.       dX,\  (  dX,       dX,\  _ 

qui  doit  être  identiquement  satisfaite  quels  que  soient  ^,  k,  m.  L'au- 
teur démontre  d'abord  que  les  équations  de  condition  (2),  en  nombre 

n(n — i)  (n  —  2)  ,.  ^.  .       >  n  'j    •       ^ 

— ^^ ^ -,  ne  sont  pas  toutes  distmctes,  et  qu  elles  se  réduisent 

à  ^ \ 1  réellement  indépendantes. 

2  ^ 

Mais,  quand  ces  premières  conditions  d'intégrabilité  sont  satisfaites, 

le   facteur  intégrant  doit  encore   satisfaire  à  w  —  i   équations  aux 

dérivées  partielles.   Les  conditions  pour  que  ces   équations  soient 

compatibles  sont  recherchées  par  M.  Collet,  qui  démontre  qu'elles 

,,    .                  (n  —  \)  in  —  2)   ,,.,  ,  ,   ,j  .    T» 

se  réduisent  aux  — déjà  trouvées  précédemment.  L  au- 
teur examine  ensuite  différents  problèmes  se  rattachant  au  problème 
principal  ^  il  traite  en  particulier  le  cas  où  le  facteur  intégrant  est  le 
produit  de  plusieurs  fonctions  dépendant  chacune  d'une  seule 
variable  indépendante. 

DiDON.  —  (Sur  une  intégrale  double.  (8  p.) 
L'intégrale  double 

J  J    \ji  —  oc'  —  y^ 

est  nulle  toutes  les  fois  que  n'  est  différent  de  w,  et  égale  à 

1.3.5. .  .(2m  — i)        T 

—  i)'".27: J—. 7- ■ — ) 

2.4.b...2/n       \m  -\- 1 
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si 

n  =  n'  =  2  m . 

L'auteur  déduit  de  cette  détermination  le  résultat  suivant  : 


// 


(i  —  2.ax  -h  a^)-'^-2  (i —  26J-1-  b^)-^-  2  (i—  x^f'')^-2  dxdy 
sjâb 


= /  a'i^(i4-a^)-i^-T  (/a. 


On  suppose  ah  <^i  et  fjt  entier  positif. 

Radau  (H.).  —  Note  sur  la  rotation  des  corps  solides.  (2  p.) 
L'auteur  revient  sur  un  travail  publié   dans  le  Recueil  en  1869, 

pour  indiquer  qu'il  avait  mal  compris  l'énoncé  d'une  proposition  de 

l'éminent  géomètre  anglais  M.  Sylvester. 

Stephan  (E.).  —  Voyage  de  la  Commission  française  envoyée  par 
le  Ministre  de  V Instruction  publique  sur  la  côte  orientale  de  lapresqu'île 
de  Malacca,  pour  y  observer  V  éclipse  totale  de  Soleil  du  18  aovtt  1868. 

(34  p.)  _ 

Compte  rendu  intéressant  du  voyage  et  des  travaux  de  l'Expédition 
française  pour  l'observation  de  l'éclipsé,  composée  de  MM.  Stephan, 
Rayet,  Tisserand.  On  sait  que  ces  savants  sont  arrivés  en  temps 
utile,  que  leur  expédition,  comme  celle  de  M.  Janssen,  a  pleine- 
ment réussi,  et  qu'elle  a  fait  honneur  à  notre  pays. 

Dakboux  (G.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre.  (12  p.) 

Ce  travail  est  le  développement  de  deux  Notes  insérées  par  l'au- 
teur aux  Comptes  rendus  (t.  LXX,  p.  675  et  746). 

Darboux  (G.)  —  Sur  une  série  de  lignes  analogues  aux  lignes  géo- 
dé  siques.  (6p.) 

Saijnt-Loup  (L.).  —  Étude  expérimentale  de  Vattraction  exercée 
par  une  bobine  sur  un  barreau  de  fer  doux.  (3o  p.) 

Grxjey  (L.-J.).  —  Rechercher,  sur  la  flexion  de  la  lunette  méridienne. 
(36  p.) 

DiDON  (F.). —  Développements  sur  certaines  séries  de  polynômes  à 
un  nombre  quelconque  de  variables.  (22  p.) 

Dans  ce  remarquable  travail,  l'auteur  étend  certaines  recherches 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  267 

de  M.  Hermite  relatives  à  des  polynômes  associés.  M.  Hermite  a 
trouvé  deux  séries  de  polynômes  U,„,„,  V,„,„,  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété que  l'intégrale  double 


// 


étendue  à  toutes  les  valeurs  des  variables  limitées  par  l'inégalité 

soit  nulle,  tant  que  m,  n  ne  sont  pas  égaux  respectivement  à  m',  n'. 

L'auteur  montre  que  cette  série  de  polynômes  n'est  pas  la  seule 
qui  existe,  qu'il  en  existe  une  infinité  d'autres  satisfaisant  aux  mômes 
conditions.  Parmi  tous  ces  systèmes,  il  en  est  un  qui  se  distingue  des 
autres  par  cette  propriété  que  les  deux  séries  de  polynômes  sont 
identiques. 

Enfin,  l'auteur  indique  plus  généralement  une  série  de  polynômes 
Pm,n ,  tels  que 

Pm, n  Pm', n'f{  X,X)dxdx  =  O, 


//■ 


quand  on  n'a  pas  m  =  m'  w,  =  n'.  Ces  polynômes  permettent  de 
réaliser  l'approximation  indéfinie  des  fonctions  de  deux  variables, 
et  ils  ont  les  rapports  les  plus  étroits  avec  l'intégrale  double 


// 


f{z,z')dzdz' 

{x-z)[x—z') 


Terquem  (A.). —  Étude  sur  le  timbre  des  sons  produits  par  des  chocs 

discontinus,  et,  en  particulier,  par  la  sirène.  (100  p.) 

G.  D. 


THE  QUARTERLY  JOURNAL  of  pure  and  applied  Mathema- 
Tics.  —  Edited  by  J.-J.  Sylvester  and  N.-M.  Ferrers,  assisted 
by  G. -G.  Stores,  A.  Cayley  and  M.  Herjiite,  corresponding  in 
Paris.  —  Vol.  XI,  1870  (i). 

N*'  4.1,  juin  1870. 

Walton  (William).  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  de 


(')  Journal  trimestriel  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  publié  par  MM.  Sylves- 
ter et  Ferf.ers,  avec  le  concours  do  MM.  Stokes,  Cayley  et  Hermite,  correspondant  à 
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rotation  instantanée  et  la  vitesse  angulaire  de  l'are  instantané  d'un  corps 
qui  tourne  librement  autour  d'un  point  fixe,  et  sur  les  axes  de  plus 
grande  et  de  inoindre  mobilité.  (i4  p-) 

Soient  w  la  vitesse  de  rotation  du  corps  autour  de  l'axe  instantané-, 
Q.  la  vitesse  angulaire  de  cet  axe-,  a,  6,  c  les  moments  d'inertie  prin- 
cipaux^ /t,  g~  les  constantes  des  forces  vives  et  des  aires  :  la  relation 
trouvée  pourra  s'écrire 

„;       {a  -h  b  -h  c}/i- — 2/(o-=       X,  >.2?i3 

12"  nz  j —   —  ■) 

abc'ù'  'j)" 

en  désignant  par  Aj,  ^g^  ^s  trois  exj)rcssions  de  la  forme 

h{b  +  c)-—  g' 


x  = 


bc 


Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  du  4''  degré  (j^JU,  V,  W)^=:o. 
(Suite.) 

Les  variables  U,  V,  W  sont  des  formes  quadratiques  de  coordon- 
nées. Parmi  les  surfaces  considérées  se  trouvent  les  réciproques  de 
plusieurs  surfaces  de  6^,  8^,  9'',  10^  et  12^  ordre  (anneau  parabolique, 
anneau  elliptique,  etc). 

Citons,  comme  exemple,  la  surface  réciproque  de  l'anneau  para- 
bolique. Si  nous  désignons  par  0  un  paramètre  variable,  les  coordon- 
nées de  la  parabole  pourront  s'exprimer  par  a0~,  aaO,  o;  l'équation 
d'une  splièi'e  de  rayon  fc,  ayant  son  centre  sur  cette  parabole,  sera 

[x  —  aO^wy-h  {y—  2a0M')'-+-  -2=—  h-w^=zOy 

et  l'anneau  parabolique  sera  l'enveloppe  de  cette  sphère.  La  réci- 
proque de  l'anneau  se  trouve  en  cherchant  d'abord  la  réciproque  de 
la  sphère 

a  0  ^  X -f- 2  «  0  Y  H- W -f- A- s/ X7+YM^  =  o, 

puis  l'enveloppe  de  cette  réciproque,  qui  est 

(aY»— XW)'-PX=(X^+Y=-+-Z')  =  o. 

Cette  équation  est  celle  de  la  surface  du  6^  degré,  qui  est  la  réci- 
proque de  l'anneau  parabolique.  Cet  anneau  est  une  surface  du 
6*^  ordre. 


Paris.  Londres,  chez  Lcngmaiis  et  C''-',  Paternoster  Row.  On  donne  chaque  année  quatre 
livraisons  in-8o  de  6  feuilles,  dont  le  prix  est  de  5  shillings  (G'^'^,'25).  Fondé  en  iSjg. 
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Frost  (Andrew).  —  Solution  générale  du  problème  des  quinze  éco- 
lières . 

Il  s'agit  ici  d'un  problème  d'analyse  combinatoire ,  d'arrange- 
ments par  groupes  de  trois  sans  répétition  des  mômes  couples. 

Besant  (W.-H.).  —  Notes  mathématiques. 

I.  Sur  un  problème  de  dynamique. 

II.  Sur  l'aberration. 

m.  Formule  relative  aux  glissettes. 

IV.   Sur  une  propriété  des  lignes  pédales. 

RoBERTs  (Samuel).  —  Note  sur  un  éveclant  binaire. 

FuosT  (Percival). —  Sur  la  théorie  du  solénoïde  d'Ampère. 
L'auteur  s'est  efforcé  de  simplifier  la  démonstration  des  formules 
connues. 

Hoiip.ER  (Joseph).  —  Sur  le  calcul  des  carrés  magiques. 

WoLSTE?sHOLME  (Joliu).  —  Sur  l' article  concernant  les  porismes 
[Quart.  Journ.^  n°  30). 

Walton  (W.).  —  Sur  la  pression  que  supporte  un  point  fixe  au- 
tour duquel  tourne  un  corps  solide  invariablement  lié  à  ce  point. 

La  pression  cherchée  est  de  la  forme  a  -\-  b  i  —  \  »  en  désignant 

par  w  la  vitesse  angulaire  du  corps  autour  de  l'axe  instantané,  et 
par  p  la  portion  de  l'axe  instantané  interceptée  par  une  certaine  sur- 
face du  second  degré  qui  fait  partie  du  corps  solide. 

WoLFF  (  J.-F.).  —  Note  sur  la  proposition  7  du  M*^  livre  d'Euclide. 

Frost  (Pr).  —  Théorème  relatif  à  l'action  qu'un  courant  lancé 
dans  une  hélice,  qui  enveloppe  un  cylindre  de  forme  quelconque,  exerce 
sur  le  pôle  d'un  aimant. 

Jeffery  (Henry).  —  Sur  les  développée  de  courbes  du  3^  degré. 

Cayley  (A.).  —  Sur  une  relation  qui  existe  entre  deux  cercles. 

Le  lieu  géométrique  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  deux  cercles 
donnés  quatre  tangentes,  qui  forment  un  faisceau  harmonique,  est 
une  section  conique  qui  passe  par  les  huit  points  de  contact  des  tan- 
gentes communes  aux  deux  cercles.  Cette  conique  peut  se  réduire  à 
deux  droites;  il  faut  pour  cela  que  les  rayons  c  c'  et  la  distance  des 
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centres  d  satisfassent  à  la  relation 

Considérons  maintenant  le  point  d'intersection  P'  des  polaires 
d'un  point  P  par  rapport  à  deux  coniques  données.  Si  P  décrit  une 
droite,  P'  décrira  une  conique  qui  passe  par  les  trois  points  conjugués 
des  coniques  données,  et  si  la  droite  P  passe  par  l'un  de  ces  points 
conjugués,  la  conique  P'  se  réduit  à  deux  droites  dont  la  première 
passe  par  le  même  point  conjugué,  la  seconde  étant  la  droite  fixe  qui 
joint  les  deux  autres  points  conjugués.  Ainsi,  quand  le  lieu  de  P  est 
une  droite  qui  passe  par  un  point  conjugué,  le  lieu  de  P'  est  une 
autre  droite  qui  passe  par  le  même  point. 

Quelle  est  la  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que  les  deux 
droites  dont  il  a  été  question  plus  haut  soient  des  lieux  géomé- 
triques de  l'espèce  qui  vient  d'être  définie?  Il  faut  pour  cela  que  leur 
point  d'intersection  soit  un  point  conjugué  des  deux  cercles,  ce  qui 

donne  la  condition 

c  =  c'  =  ~d; 

les  deux  cercles  sont  égaux  et  se  touchent.  Les  deux  droites  en  ques- 
tion se  coupent  alors  à  angles  droits  et  passent  par  le  point  de  con- 
tact des  deux  cercles. 

Cayley  (A.). —  Sur  le  porisme  relatif  au  polygone  inscrit  et  cir- 
conscrit et  à  la  correspondance  réciproque  des  couples  de  points  sur  une 
conique. 

Walton  (W.). —  Note  sur  les  courbes  rhiziques. 

Soit  f{x)  une  fonction  entière   de  la   variable  complexe  x^  et 

posons 

x  =  u  -+-  iv, 
nous  aurons 

fix)=:V-+-iQ, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  des  variables  réelles  m,  c.  L'auteur  appelle 
courbes  rhiziques  les  deux  courbes  P  =  o,  Q  =  o,  à  cause  du  rapport 
qu'elles  offrent  avec  les  racines  de  l'équation  /(a-)  =  o.  Il  démontre 
que  ces  courbes  se  coupent  à  angles  droits,  etc. 

i\°  42,  novembre  1870. 

Cayley  (A.).  —  Sur  un  problème  d'élimination. 
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Soient  les  quatre  formes 

P  =  {x,...]x,  y,  zY,     Q  ={«',. .  .Jx,  r,  ^)'% 
U=(rt,...îa;,  j,  z)"-,     Y  =  {b,.  ./[x,  X,  z)"; 

il  s'agit  Je  trouver  la  forme  de  relation  qui  doit  exister  entre  les 
quatre  systèmes  de  coefficients  pour  qu'il  existe  dans  le  faisceau 

>,P  +  /y.Q  =  o 

une  courbe  qui  passe  par  deux  des  points  d'intersection  des  courbes 
U  =  o,  V  =  o. 

RouTH  (E.- J.).  —  Équilibre  d'un  corps  pesant  et  rugueux  reposant 
sur  un  autre  corps  de  même  nature. 

RouTH  (E.-J.).  —  Moment  d'inertie  d'un  quadrilatère. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  du  4^  degré  (îf^U,  V,  W)' =  o. 
(Suite.) 

L'éminent  géomètre  considère  ici  une  surface  étudiée  par  AI,  de  la 
Gournerie,  en  i863. 

Walton  (W.).  —  Sur  les  axes  de  traction  et  de  percussion. 

Lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un  point  fixe,  la  pression 
supportée  par  ce  point  fait  généralement  un  certain  angle  avec  l'axe 
de  rotation  instantané.  L'auteur  étudie  deux  cas  particuliers  :  celui 
où  la  pression  coïncide  avec  l'axe  instantané  et  celui  où  elle  est  per- 
pendiculaire à  cet  axe.  Dans  le  premier  cas,  il  donne  à  l'axe  instan- 
tané le  nom  d'axe  de  traction  (^axis  of  lug)-.,  dans  le  second,  celui 
d'axe  de  percussion  [axis  of  kik).  Il  examine  les  conditions  que  rem- 
plissent ces  axes. 

HoRîiEii  (J.). —  Sur  l'algèbre  des  carrés  magiques. 

Frost  (P.). —  Théorie  de  l  électro-dynamique. 

Jeffery  (H.).  —  Sur  les  développées  des  courbes  du  3"  degré.  (Suite.) 

CocKLE  (sir  James;.  —  Sur  le  mouvement  des  fluides.  (Suite.) 

Walton  (W.).  —  Démonstration  d'une  propriété  des  fondions  ellip- 
tiques. 

Si  l'on  pose 

:r  =  cosôcoso,     r  =  sin{3  sino. 
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l'équation  clilTércutielle 

dB         do 

peut  se  ramener  à  la  forme 

dx""-  —  dy"^  =  /r^  [(  x  dy  ~  fdx)-  —  dj-''], 
et  en  faisant 

d/=p  dx,     I  —  k^  =  /'  f , 
on  aura 


=  />-3^—  yT  y/l 


A 


Cette  équation  appartient  au  type  étudié  par  Clairaut^  pour  l'inté- 
grer, il  suffit  d'y  considérer  p  comme  une  constante,  et  si  nous  dési- 

I      .,     . 
gnons  cette  constante  par  -r— ?  il  vient 

X  —  jA/7.  =  ces  [j.. 

C'est  le  théorème  sur  l'addition  des  arguments,  car  l'intégration 

directe  donne 

F(9)  +  F;9)  =  F(f..). 

Walton  (  W.).  —  Démonstration  de  V existence  d'une  racine  de  toute 
équation. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  développées  et  les  courbes  parallèles. 

N°43,  avril  1871. 

Walton  (W.). —  Sur  les  asymptotes  étoilées  des  courbes  rhiziques. 

Les  asymptotes  de  chacune  de  ces  courbes  rayonnent  d'un  centre 
commun  et  divisent  l'espace  en  angles  égaux,  comme  les  raies  d'une 
roue. 

Le  centre  des  asymptotes  d'une  courbe  rhizique  coïncide  avec  le 
centre  analogue  de  la  courbe  conjuguée. 

Besant  (  W.-H).  —  Les  équations  d'Euler  déduites  de  celles  de  La- 
grange. 

Il  s'agit  des  équations  différentielles  de  la  rotation  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe. 

Ball  (R.-S.).  —  Les  petites  oscillations  d'un  point  matériel  et  celles 
d'un  corps  solide. 

L'auteur  a  combiné  la  méthode  de  Lagrange  avec  certains  théo- 
rèmes de  cinématique,  dus  à  ]\L  Chasles,  et  il  est  arrivé  à  une  série 


I 
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de  propositions  qu'il  se  borne  à  énoncer,  la  démonstration  ayant  été 
fournie  ailleurs. 

WoLSTENHOoiE  (  J.).  —  Suf  Ics  courbes  osculatrices. 

Cayley  (A.).  —  Un  exemple  de  discriminant  spécial. 
Si  les  coefficients  (a,. . .)  de  la  courbe 

{n,...lx,  y,  s)"  =  o 

sont  tels  que  cette  courbe  ait  des  nœuds  ou  points  doubles,  le  discri- 
minant de  la  forme  générale  (  ii^\x, y^  z)"  s'évanouit  identiquement 
par  la  substitution  des  coefficients  particuliers  (a,...).  La  courbe 
particulière  dont  il  s'agit  a  néanmoins  un  discriminant  spécial  qu'on 
ne  peut  pas  déduire  du  discriminant  général,  et  dont  la  réduction  à 
zéro  exprime  la  condition  que  la  courbe  possède  un  nœud  de  plus. 
M.  Cayley  donne  un  exemple  relatif  à  une  courbe  du  4*^  degré. 

HoRNER  (J.). —  Algèbre  des  carrés  magiques.  (Suite.) 

Jeffery  (H.).  —  Sur  les  conicoïdes  concycliques . 
Une  série  de  théorèmes  sur  les  surfaces  concycliques  du  second 
degré. 

Cayley  (A.).  —  Sur  l'enveloppe  d'une  certaine  surface  du  second 
degré. 

Il  s'agit  de  trouver  l'enveloppe  de  la  surface 

ax^  -t-  by-  -+-  cz-  H-  ûfcv-  =  o 

dont  les  coefficients  variables  a,  6,  c,  d  doivent  satisfaire  aux  deux 

relations 

aa=  +  6(3'  -+-  cf  +  d^^  =  o, 

p^        ûf'        r'        s- 

-  +  T  -^ h   ",  =  G. 

a         o         c        a 

M.  Cayley  trouve  une  équation  du  degré  24,  quoiqu'il  puisse  dé- 
montrer à  priori  qu'elle  doit  se  réduire  au  degré  1 2 . 

Cayley  (A.).  —  Tables  des  formes  binaires  du  3^  degré  qui  ont  pour 
déterminants  les  nombres  négatifs  multiples  de  4  depuis  — 4  jusqu'à 
—  400^  <^^"J7  de  la  forme  — ^h-\-  i  depuis  — 3  jusqu'à  — 99-  enfin 
les  nombres  —  972,  —  1228,  — 1336,  —  i836,  —  2700. 

Walton  (W.). —  Sur  la  transformation  des  deux  équations  simul- 

BuU.  des  Sciences  mathéin.  et  nstron.,  1.  II.  (Septembre  1S71.)  18 
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fanées 

a{b  —  c)       b  {c  —  a)       c{a  —  b) 

a  —  a  b  —  [3       '       c  —  y 

a  —  a  b  —  p  6"  —  y 

Glaiscek  (J.-W.-L.).  —  Sur  V équation  de  Riccati. 

Walton  (W.).  —  Sur  la  courbure  des  courbes  rhiziques  aux  points 
multiples. 

Cayley  (A.). —  Remarque  sur  le  calcul  de  logique. 

Il  s'agit  de  la  manière  dont  Boole  a  formulé  le  syllogisme  en  i848. 

Cayley  (A.).  —  Sur  Vinversion  d'une  surface  du  second  degré. 

R.  R. 


PROCEEDINGS   of    the  Royal    Society   of  Ediwburgh.   Session 

1869-70.  —  In-8^ 

Thomson  (sir  William).  —  Sur  les  forces  qui  agissent  sur  les  so- 
lides plongés  dans  un  liquide  en  mouvement.  (4  P-) 

Thomson  (sir  William).  —  Sur  V équilibre  de  la  vapeur  contre  la 
surface  courbe  d'un  liquide.  (5  p.) 

Tait.  —  Sur  le  flux  d'électricité  sur  les  surfaces  conductrices. 
(20  p.) 

Tait.  —  Sur  le  mouvement  permanent  d'un  fluide  incompressible 
parfait  dans  deux  dimensions,  (i  p.) 

Tait.  —  Sur  le  mouvement  le  plus  général  d'un  fluide  incompres- 
sible parfait.  (2p.) 

Application  des  quaternions  à  l'étude  du  mouvement  d'un  fluide, 
en  vue  surtout  du  cas  des  tourbillons. 

Tait.  —  Notes  mathématiques. 
i**  De  l'équation 

4  a;  =  (  ^  +  1  )-  —  (.r  —  i  )% 
écrite  sous  la  foi'me 


^.^r.(x+,)j_p 
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on  conclut  que  tout  cube  est  la  différence  de  deux  carrés,  dont  l'un 
au  moins  est  divisible  par  9. 
2°  Si 

alors 

(x'  +  z')'  /'  +  ( a:'  —  _>-*  )'  2'  =  (  2'  -4-  X*  y  x\ 

ce  qui  prouve  l'impossibilité  de  trouver  deux  entiers  dont  la  somme 
des  cubes  soit  un  cube. 

Sang  (E.).  —  Remarques  sur  les  théories  de  l'action  capillaire.  (2p.) 

Smith  (W.  R.).  —  Note  sur  la  théorie  du  professeur  Bain  concer- 
nant la  4"  proposition  du  I""^  Livre  d'Eucîide.  (3  p.) 

M.  Bain,  partant  de  l'idée  de  M.  Stuart  Mill,  que  toute  démonstra- 
tion non  fondée  sur  une  déduction  syllogistique  se  rattachant  aux 
définitions  n'est  autre  chose  qu'une  expérience,  en  conclut  que  la 
démonstration  donnée  par  Euclide  de  l'égalité  de  deux  triangles  qui 
ont  un  angle  égal  compris  entre  cotés  égaux  n'est  en  réalité  qu'une 
induction,  ni  plus  ni  moins  qu'une  conclusion  tirée  d'une  expérience 
de  physique.  Les  partisans  de  cette  doctrine  oublient  la  différence  fon- 
damentale qui  existe  entre  ces  deux  sortes  d'expérience.  Nous  ne  con- 
naissons sur  la  constitution  des  corps  que  ce  que  l'expérience  nous 
révèle,  et  c'est  seulement  par  induction  que  nous  pouvons  en  déduire 
des  lois  générales.  Une  figure  de  géométrie,  au  contraire,  est  comme 
une  création  de  notre  intelligence  5  si  notre  conception  de  cette  figure 
reste  identique,  ses  propriétés  resteront  nécessairement  identiques, 
et  il  suffira  d'une  seule  expérience  pour  nous  la  faire  connaître  dé- 
monstrativement.  Cette  expérience  se  fait  par  l'intuition,  qui  seule 
peut  nous  montrer  les  conceptions  abstraites  de  la  géométrie,  et  pour 
laquelle  les  représentations  matérielles  ne  sont  que  de  grossiers  auxi- 
liaires. 

Leitch  (W.).  —  Moyen  simple  de  déterminer  approximativement  la 
longueur  d'onde  de  la  lumière.  (11  p.) 

Tait.  —  Note  sur  les  équations  linéaires  aux  différentielles  par- 
tielles. (2p.) 

Application  des  quaternions  à  l'intégration  de  ces  équations. 


i8. 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires    des    séances   de   l'Académie 
DES  Sciences. 

T.  LXXII(*). 

N°'24.  Séance  dn  19  juin  1871. 

l^oiissiNESQ  (J.^. —  Théorie  de  l'intumescence  liquide  appelée  onde 
solitaire  oit  de  translation,  se  propageant  dans  un  canal  rectangulaire. 

M.  Boussinesq  se  propose  d'établir  théoriquement  les  lois  des 
ondes  observées  par  J.  Scott  Russel  et  par  M.  Bazin  dans  des  canaux 
rectangulaires,  sensiblement  horizontaux  et  de  longueur  indéfinie, 
contenant  un  liquide  de  profondeur  constante,  et  aussi  la  formule 
que  M.  Bazin  a  déduite  de  ses  expériences  [Savants  étrangers,  t.  XIX, 
et  Rapport  de  M.  Clapeyron,  Compte  rendu,  lo  août  i863),  pour  cal- 
culer la  vitesse  d'un  courant  de  débit  constant,  propagé  dans  le  même 
liquide. 

Cheux  (A.).  —  Sur  l'aurore  boréale  du  g  avril  1871,  observée  à 
Angers.  —  Sur  la  lumière  zodiacale  observée  à  Angers  le  19  février 
1871. 

Briffaut.  (A.)  —  Sur  un  bolide  observé  à  Tours  le  ly  mars  1871 . 

Sagols.  —  Sur  un  bolide  observé  au  sémaphore  du  cap  Sicié  le 
i4  juin  1871. 

N°  25.  Séance  du  2G  juin  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  diamètres  des  courbes  géométriques. 

M.  Chasles  s'occupe  des  diamètres  d'une  courbe  d'ordre  m  et 
énonce,  à  l'occasion  de  ces  droites,  de  nombreuses  propositions  qu'il 
obtient  encore  par  l'application  du  principe  de  correspondance. 

«  Newton,  dans  son  Énumération  des  courbes  du  3*^  ordre,  a  fait 
connaître  et  a  appelé  diamètre  d'une  courbe  une  certaine  droite, 
qui  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  (ou  centres  des  moyennes  dis- 
tances) des  points  dans  lesquels  une  série  de  droites  parallèles  ren- 
contre la  courbe. 

»  Cette  belle  propriété  des  courbes  géométriques  parait  être  la 

(')  Voir  Bulletin,  t.  H,  ^.■if^^. 
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pnîmière  que  l'on  ait  connue.  Newton  la  présentait  comme  une  gé- 
néralisation, ainsi  que  celle  du  rapport  constant  des  produits  des 
segments  laits  sur  deux  transversales  parallèles  à  deux  axes  fixes, 
des  propriétés  des  sections  coniques.  Elles  étaient  susceptibles  elles- 
mêmes  d'une  certaine  généralisation,  qu'on  obtient  par  une  simple 
perspective,  dans  laquelle  les  droites  parallèles  deviennent  des  droites 
concourantes  en  un  même  point.  Le  théoi-ème  des  diamètres  conduit 
ainsi,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Poncelet  ('),  au  beau  théorème 
de  Côtes,  démontré  par  Maclaurin,  savoir  que,  «  si  sur  des  transver- 
))  sales  partant  d'un  point  fixe  on  prend  les  centres  des  moyennes 
»  harmoniques  des  points  d'intersection  de  ces  droites  et  d'une 
»  courbe  géométrique,  le  lieu  de  ces  points  est  une  droite  ('),  » 
droite  que  l'on  a  appelée  depuis  axe  harmonique  du  point  fixe. 

»  On  s'est  fort  peu  occupé  jusqu'ici  de  la  conception  des  diamètres 
de  Newton,  dont  on  ne  trouve  peut-être  quelques  propriétés  que 
dans  un  Mémoire  de  Steiner.  Bien  que  le  théorème  de  Côtes  n'ait  pas 
été  non  plus  le  sujet  de  recherches  spéciales,  il  intervient  dans  la 
belle  théorie  des  polaires  des  courbes  de  Bobillier  (  ' ) ,  où  il  prend 
une  importance  réelle  par  son  association  avec  la  courbe  même  que 
l'on  appelle  Xapolaire  d'une  courbe  donnée  U.  Que  celle-ci  soit  d'ordre 
»»,  la  polaire  est  une  courbe  d'ordre  (m  —  i)  qui  passe  par  les  points 
de  contact  des  m  [m  —  i)  tangentes  de  U  qu'on  peut  mener  par  un 
point  fixe.  Ce  point  est  dit  le  pôle  de  la  polaire.  Bobillier  considère  la 
polaire  de  la  courbe  d'ordre  (m —  i),  laquelle  est  d'ordre  m — 2; 
puis  la  polaire  de  celle-ci,  et  ainsi  de  suite,  et  arrive  à  une  conique 
dont  la  polaire  est  luie  droite.  Cette  droite  est  précisément  Y  axe  har- 
monique  du  point  fixe,  relatif  à  la  courbe  d'ordre  m.  Un  théorème 
général  fort  important,  concernant  deux  quelconques  des  polaires 
successives  (*),  renferme  en  particulier  cette  double  proposition, 
relative  à  la  première  polaire  d'une  courbe  et  à  la  dernière,  c'est-à- 
dire  à  Vaxe  harmonique  : 

»  La  polaire  d'un  point  P  est  le  lieu  des  points  dont  les  ao^es  harmo- 
niques passent  par  ce  point  P. 


(')  Mémoires  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques  ;  voii-  Journal  de  Crelle,  t.  3. 
(')  Maclacrin,   Traité  des  courbes  géométriques. 

(^)  Voir  Annales  de   Mathématiques  de  Gergonne,  t.  XVllI.    1837-1828,    p,   89,    157 
253,  et  t.  XIX,  p.  106,  i38,  3o!. 
(')  Ibid.,  t.  XIX,  p.  302-307. 
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»  Et  réciproquement  :  L'axe  harmonique  d  ''un  point  est  le  lieu  des 
points  dont  les  polaires  passent  par  le  point. 

»  Cette  double  propriété  des  axes  harmoniques  est  la  clef  de  cette 
tliéorie.  Ainsi  l'on  conclut  immédiatement  du  second  énoncé  que  : 
Une  droite,  considérée  comme  axe  harmonique.,  a[m  —  i)^  pôles,  qui 
sont  les  points  d'intersection  des  polaires  de  deux  points  de  la  droite;  et, 
par  suite,  que  ces  (m  —  i)^  points  appartiennent  aux  polaires  de 
tous  les  autres  points  de  la  droite  ;  que  ces  polaires  forment  donc  un 
faisceau  d'ordre  {m  —  i)  ;  d'où  se  conclut  aussi  que  2 (m  —  2)  de  ces 
polaires  sont  tangentes  à  une  droite  quelconque  :  proposition  fort  utile, 
et  de  laquelle  dérive  aussi  cette  propriété  fondamentale  de  la  théo- 
rie des  axes  harmoniques,  savoir  que  : 

»  La  courbe  enveloppe  des  axes  harmoniques  des  points  d'une  droite  D 
est  de  la  classe  [m  —  i). 

»  C'est-à-dire  que  [m  —  i)  axes  harnioniques  passent  par  un  même 
point  I.  En  effet,  les  axes  qui  passent  par  ce  point  ont  leurs  pôles 
sur  la  polaire  du  point  I;  or  cette  polaire,  d'ordre  m  —  i ,  a  (m  —  i) 
points  sur  la  droite  D;  ce  sont  les  pôles  des  [m  —  i)  axes  harmo- 
niques passant  par  le  point  I. 

))  On  reconnaît  aussi  que  cette  courbe  de  la  classe  [m  —  i)  est  de 
l'ordre  2 (m — 2),  c'est-à-dire  qu'elle  a  2(m— 2)  points  sur  une 
droite  quelconque  L.  En  effet,  un  point  de  la  courbe  est  l'intersec- 
tion des  axes  harmoniques  de  deux  points  infiniment  voisins  a,  a'  de 
la  droite  D.  Ce  point  d'intersection  est  le  pôle  d'une  polaire  passant 
par  les  deux  points  «,  a',  et  conséquemment  tangente  à  la  droite  D 
en  a.  Mais  les  polaires  de  tous  les  points  de  la  droite  forment  un 
faisceau  d'ordre  (m  —  i);  il  y  en  a  donc  2  (m — 2)  qui  sont  tan- 
gentes à  la  droite  D.  Or  les  axes  harmoniques  des  2  (m —  2)  points 
de  contact  sont  tangents  à  leur  courbe  enveloppe  aux  points  où  ils 
coupent  la  droite  L;  ce  qui  démontre  que  la  courbe  est  de  l'ordre 
2  (  m  —  2  ) . 

»  Steiner,  dans  un  travail  fort  étendu,  concernant  les  courbes  al- 
gébriques et  leurs  transversales  rectilignes,  dont  l'analyse  a  été  com- 
muniquée à  l'Académie  de  Berlin,  en  mai  i85i  (^),  a  considéré  les 
diamètres  de  Newton,  et  en  fait  connaître  quelques  propriétés.  On  y 

(')  Voir  Jour  mil  de  Mathématiques,  de  Crcllo,  t.  49,  p.  7-10^;  18.')^.  l'nc  traduction, 
(lue  au  regrcltô  M.  Woepckc,  avait  déjà  paru  dan?  1(>  Journal  rie  MnthémalKfuc^,  de 
.M.  Liouvillc,  1.  XVllI,  p.  :{i5-35fi;  i853. 
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liouve  notamment  la  classe  et  l'ordre  de  la  courbe  enveloppe  de  ces 
diamètres,  et  deux  théorèmes  que  j'indiquerai  parmi  ceux  qui  font  le 
sujet  de  ma  Communication.  J'ignore  si  les  démonstrations  du  beau 
Mémoire  de  Steiner  ont  été  publiées  depuis  sa  mort,  et  si  d'autres 
géomètres  se  sont  occupés  aussi  de  cette  théorie  des  diamètres. 

»  C'est  par  le  principe  de  correspondance  que  je  démontre  toutes 
les  propositions  qui  vont  suivre,  et  que  je  réunis  ici  comme  nouvel 
exemple  des. applications  si  variées  de  ce  mode  de  raisonnement.  » 

Les  théorèmes  énoncés  sont  répartis  sous  les  titres  suivants  : 
§  I.  Où  l'on  considère  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent 
anharmoniquement  sur  les  droites  de  l'infini^  §  II.  Où  l'on  considère 
les  points  de  rencontre  des  diamètres  et  de  la  courbe  U,„.  §  III.  Où 
l'on  considère  les  tangentes  et  les  normales  de  la  courbe  U,„.  §  IV. 
Où  l'on  considère  une  courbe  U^-,  en  rapport  avec  les  diamètres  de 
la  courbe  U,„.  ^  V.  Diamètre  d'une  courbe  U,„  en  relation  avec  une 
courbe  unicursale  U,„'. 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  les  relations  qui  existent,  dans  le  Soleil,  entre 
les  facules,  les  protubérances  et  la  couronne. 

Roger  (E.).  —  Théorie  des  phénomènes  capillaires.  Deuxième  Mé- 
moire. 

Jordan  (C.).  —  Théorèmes  sur  les  groupes  primitifs. 

Les  principales  difficultés  de  la  théorie  des  substitutions  se  ren- 
contrent dans  la  recherche  des  groupes  primitifs.  Les  propriétés  gé- 
nérales de  ces  groupes  méritent  donc  une  attention  spéciale  ;  mais 
on  n'en  connaît  qu'un  petit  nombre.  M.  Jordan  montre  que  plusieurs 
des  théorèmes  connus  sont  susceptibles  d'être  considérablement  gé- 
néralisés. L.  P. 


MÉLANGES 

SUR  l]i\E  PROPRIÉTÉ  DE  L'IiYPERBOlOIDE  DE  RÉVOLUTION; 
Par  m.  LAGUERRE. 

l .   M.   Bertrand  a  démontré  depuis  longtemps  que  les  normales 
principales  d'une  ligne  à  double  courbure  donnée  ne  peuvent  être 
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les  normales  principales  d'une  autre  ligne  à  double  courbure,  à 
moins  qu'il  n'existe  une  relation  linéaire  entre  les  deux  courbures 
de  la  courbe  donnée. 

Les  courbes  gauches,  qui  jouissent  de  cette  remarquable  propriété, 
se  présentent  d'elles-mêmes  quand  on  étudie  la  déformation  des  sur- 
faces gauches. 

Considérons  une  surface  gauche  5  il  est  commode  dans  un  grand 
nombre  de  questions  de  déterminer  chaque  point  de  la  surface  par 
sa  position  sur  la  génératrice  rectiligne  qui  le  contient,  cette  généra- 
trice étant  elle-même  déterminée  par  le  point  où  elle  rencontre  la 
ligne  de  striction  et  les  angles  qu'elle  fait  avec  cette  ligne. 

Les  formules  propres  à  ce  système  de  coordonnées  s'établissent  im- 
médiatement. Je  transcrirai  seulement  les  suivantes. 

Appelons  : 

a  la  longueur  de  l'arc  de  la  ligne  de  striction  compris  entre 
une  origine  arbitraire  fixe  et  le  point  m,  où  la  génératrice 
coupe  cette  ligne  \ 

p  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  de  striction  au  point  m  ; 

r  son  rayon  de  torsion  en  ce  point  ; 

w  l'angle  que  fait  la  génératrice  considérée  avec  la  tangente  à 
la  ligne  de  striction  5 

0  l'angle  qvie  fait  la  normale  principale  au  point  m  à  la  ligne  de 
striction  avec  la  droite  menée  perpendiculairement  à  la  géné- 
ratrice dans  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point  ^ 

dE  l'angle  infiniment  petit  de  deux  génératrices  consécutives. 

Posons,  en  outre,  pour  abréger, 

clE       sin  (ô 


(1(7  II 

On  a,  entre  ces  diverses  quantités,  les  deux  relations  suivantes  : 

,  ,  dr<)       sinÔ 

d(7  p 

i        i        (16        cosô    t 

2  -  +  -  =  —-  H 

h        T        iicr       iangw  p 
12.    Supposons  maintenant  que  l'on  déforme  la  surface  de  façon 
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que  les  génératrices  rectilignes  demeurent  des  droites  ;  la  surface 
donnée  se  transforme  en  une  autre  surface  gauche  dont  la  ligne  de 
striction  est  la  transformée  de  la  ligne  de  striction  de  la  surface  pri- 
mitive. 

Les  quantités  (7,  w  et  &  conservent  la  même  valeur  pendant  la  dé- 
formation; les  quantités  variables  0,  r  et  p  sont  liées  entre  elles  par 
les  équations  (i)  et  (2). 

On  peut  se  donner,  par  exemple,  arbitrairement  la  valeur  de  6  en 
fonction  de  ff  ;  on  déduira  alors  des  relations  précédentes  les  valeurs 
de  p  et  T  ;  la  rechercbe  de  la  nouvelle  ligne  de  striction  se  ramènera  à 
l'intégration  d'équations  aux  différences  ordinaires. 

Si  l'on  élimine  6  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  obtient  une 
équation  différentielle  entre  p,  r  et  a  à  laquelle  doit  satisfaire  la 
ligne  de  striction,  quelle  que  soit  la  déformation  de  la  surface. 

3.  Supposons,  en  particulier,  que  la  surface  donnée  soit  un  hy- 
perboloïde  de  révolution  ;  dans  ce  cas  (0  el  k  sont  des  quantités  con- 
stantes dont  la  valeur  détermine  complètement  la  surface. 

L'équation  (i)  donne  alors 

sin0 


Écartons  le  cas  où  l'on  aurait  p  =  00  ,  et  où,  par  conséquent,  la 
ligne  de  striction  serait  une  ligne  droite  ;  on  déduit  de  là 

sinô  =  o; 
l'équation  (i)  devient  alors 

(3)  -^-^ 

//         r        la  11  g  0)    p 

Les  deux  courbures  de  la  ligne  de  striction  sont  ainsi  liées  par  une 
relation  linéaire,  et  l'on  en  déduit  la  proposition  suivante  : 

De  quelque  façon  que  Von  déforme  un  hyperboloïde  de  révolution,  en 
conservant  la  rectitude  des  génératrices  la  courbe,  en,  laquelle  se  trans- 
forme le  cercle  de  gorge  de  F  hyperboloïde  ji}iiit  de  la  propriété  qu'en 
chacun  de  ses  points  il  y  existe  une  relation  linéaire  entre  ses  deux  cour- 
bures. 
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4.  Réciproquement,  étant  donnée  une  courbe  jouissant  de  celte 
propriété,  on  peut  mettre  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  cour- 
bures sous  la  forme  (3)  ;  les  constantes  w  et  fc  déterminent  un  liyper- 
boloïde  5  et  l'on  peut  toujours  déformer  cet  hyperboloïde  de  façon 
que  son  cercle  de  gorge  se  transforme  en  la  courbe  donnée. 

La  recherche  des  surfaces  réglées  développables  sur  un  hyperbo- 
loïde de  révolution  est  donc  ramenée  à  la  solution  du  problème  sui- 
vant : 

Trouver  toutes  les  courbes  gauches  qui  jouissent  de  la  propriété 
signalée  par  M.  Bertrand. 


mn  m  la  formée  de  gompertz  et  sur  son  application  au  calcul 

DES  PROBABILITÉS  DE  LA  VIE  HUMAINE; 
Par  m.  Ch.  SLMON. 

En  Angleterre,  les  actuaires  ou  calculateurs  des  compagnies  d'as- 
surances sur  la  vie  font  un  fréquent  usage,  depuis  plusieurs  années, 
d'une  formule  qui  est  due  à  Benjamin  Gompertz  ('),  et  qui  a  pour 
objet  de  représenter,  au  moyen  de  deux  constantes  seulement,  la  loi 
de  la  mortalité  humaine  telle  qu'elle  résulte  de  l'observation,  du 
moins  pour  la  classe  de  personnes  qui  participe  habituellement  aux 
assurances. 

Gompertz  y  est  parvenu  par  des  considérations  physiologiques  qui 
nous  paraissent  singulièrement  hasardées.  Il  suppose  que  chaque  in- 
dividu possède,  à  un  âge  donné,  un  certain  pouvoir  vital,  ou  un  cer- 
tain pouvoir  de  résister  aux  causes  de  mort  (  c'est,  comme  on  voit, 
un  commentaire  assez  inattendu  d'un  aphorisme  célèbre  de  Bichat), 


(")  Philosophical  Transactions,  i8'25.  On  the  nature  of  the  Function  expressive  of 
the  latv  of  human  Mortalitj.  On  peut  lire  à  ce  sujet,  dans  le  t.  IX  du  Journal  of  the 
Institute  of  Actuaries  (1S60-1861),  une  curieuse  discussion  de  priorité  entre  M.  Edmonds, 
qui  réclame  pour  lui-même  l'honneur  de  la  découverte,  ou  tout  au  moins  le  mérite  d'y 
être  parvenu  par  une  voie  indépendante,  et  M.  de  Morgan  (décédé  en  mars  1871),  qui 
s'est  fait  le  défenseur  des  droits  de  Gompertz.  Nous  ne  connaissons  pas  assez  les  pièces 
du  procès  pour  nous  prononcer  personnellement  ;  mais  l'opinion  publique,  en  Angle- 
terre, paraît  avoir  donné  gain  de  cause  ii  M.  de  Morgan. 
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et  que  ce  pouvoir  diminue  à  chaque  instant  d'une  quantité  propor- 
tionnelle à  sa  valeur;  de  sorte  que  l'intensité  de  la  mortalité,  à 
l'âge  <,  peut  être  représentée  par  une  expression  de  la  forme  A5',  A 
et  q  étant  des  constantes  à  déterminer  par  l'observation.  En  admet- 
tant ce  point  de  départ,  si  l'on  désigne  par  V  le  nombre  des  vivants, 
à  l'âge  f,  d'une  table  donnée,  on  pourra  poser 

puis,  en  intégrant, 

Si  l'on  fait  e  ^'i  =  G,  et  si  l'on  détermine  la  constante  C  par  la  con- 
dition que  V  soit  égal  à  un  nonJjre  donné  \\  pour  t  =  o^  en  laissant 
d'ailleurs  arbitraire  l'origine  du  temps  ou  l'âge  initial  de  la  table,  on 
aura  enfin 

(0  V  =  V„G"?'-''; 

telle  est  la  formule  que  nous  voulions  faire  connaître.  Au  moyen  de  va- 
leurs convenables  de  G  et  de  gr,  elle  représente  assez  fidèlement,  dans 
des  limites  fort  étendues,  les  diverses  tables  de  mortalité  employées  en 
Angleterre  pour  les  diverses  catégories  de  têtes  assurées.  On  peut 
donc  l'accepter  comme  une  formule  empirique  et  approximative, 
sans  attacher  plus  d'importance  qu'il  ne  convient  à  la  théorie  sur  la- 
quelle son  auteur  a  cru  devoir  l'appuyer.  A  ce  titre,  elle  remplace 
avec  avantage  les  anciennes  formules  de  Moivre  et  de  Lambert-,  elle 
paraît  préférable  à  toutes  celles  qui  ont  été  essayées  depuis. 

Toutefois,  un  même  système  de  valeurs  de  G  et  de  q  ne  peut  pas 
servir  à  représenter  une  table  entière,  depuis  la  naissance  jusqu'à  la 
limite  extrême  de  l'existence.  Afin  de  déterminer  les  valeurs  de  ces 
constantes  pour  une  table  donnée,  il  convient  de  prendre  pour  Vo  le 
nombre  des  vivants  de  cette  table  à  l'âge  de  dix  ou  de  douze  ans,  et 
de  compter  le  temps  /  h  partir  de  cet  âge,  sans  lui  attribuer  de  va- 
leurs négatives.  On  peut  alors  prendre  dans  la  table  les  nombres  V„ 
et  Van  correspondants  à  <  =  w  et  à  ^  =  an,  en  faisant  w  =  aS  ou  3o, 
et  l'on  a 

(  logV,,  _logV„  =  (^"-01ogG, 
I  IogV,„—logV„^  (<?'"- ijlogG. 
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En  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  élimine  G, 
et  l'on  a,  pour  calculer  ç, 

^  logV„— logVo 

On  obtient  ensuite  G  au  moyen  de  l'une  des  deux  équations  (2).  Or, 
les  valeurs  de  G  et  de^  varient  d'une  table  à  l'autre,  c'est-à-dire  avec 
les  diverses  catégories  de  têtes  5  mais  q  varie  beaucoup  moins  que  G, 
et  la  plupart  des  actuaires  anglais  regardent  q  comme  iudépendant 
de  la  catégorie  de  têtes  que  l'on  considère.  M.  Makeliam,  qui  a  ac- 
quis une  grande  autorité  en  ces  matières,  adopte  la  valeur 

q=  1 ,089023. 

Cette  valeur  est  plus  grande  que  i,  comme  on  devait  s'y  attendre.  Le 
coefficient  G,  au  contraire,  est  nécessairement  plus  petit  que  1 5  car 
la  fonction  V  est  constamment  décroissante,  et  si  l'on  désigne  par  w 
la  limite  extrême  de  la  table,  on  doit  avoir  à  très-peu  près  G^'"~'^  =  o. 
Sans  entrer  dans  une  discussion  de  faits  pour  laquelle  les  docu- 
ments nous  manquent,  nous  supposerons,  pour  simplifier,  qu'on  ne 
considère  que  des  têtes  soumises  à  la  même  loi  de  mortalité,  et  nous 
nous  bornerons  à  faire  voir  comment  la  formule  (i),  si  on  la  regardait 
comme  suffisamment  établie,  non  par  la  théorie,  mais  par  l'expé- 
rience, pourrait  servir  à  résoudre  les  principales  difficultés  que  sou- 
lève le  calcul  des  probabilités  de  la  vie  humaine  et  des  assurances 
sur  la  vie.  jVous  choisirons  pour  exemples  la  détermination  de  la  vie 
moyenne  ou  de  l'annuité  viagère  pour  plusieurs  têtes  et  le  problème 
de  survie,  c'est-à-dire  les  questions  dont  toutes  les  autres  dépendent. 
Les  Anglais  n'emploient  guère  la  formule  de  Gompertz  que  pour  cor- 
riger les  tables  de  mortalité,  en  faisant  disparaître  les  écarts  fortuits 
que  laissent  subsister  des  observations  trop  peu  nombreuses  ou  trop 
peu  comparables  ;  mais,  si  les  tables  sont  corrigées  d'après  la  formule, 
la  formule  peut  remplacer  les  tables. 

1.  Vie  moyenne  et  annuité  viagrre.  —  Considérons  d'abord  une 
seule  tète  A,  actuellement  âgée  de  a,  l'âge  étant  compté  à  partir 
d'une  origine  arbitraire.  Le  nombre  des  vivants  à  l'âge  a  est,  par  la 
formide  (i), 

V„  =  V„G(î''-'>; 
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et  à  l'âge  a-h-  x 

Si  l'on  pose  G„  =  G''",  on  aura 

'  a+z  '  a  <J^^  , 

et  l'on  voit  que  la  probabilité -^i^ >  pour  une  tête  de  l'âge  a,  d'at- 

teindre  l'âge  a  -h  x^  est  G^  .  Il  en  résulte  que  si  l'on  désigne  par 
W„  la  vie  moyenne  de  cette  tête,  par  U^  la  valeur  actuelle  d'une  an- 
nuité viagère  de  i  franc  sur  la  même  tête,  et  par  r  l'intérêt  de  i  franc 
pour  un  an,  on  aura 

Dans  cette  dernière  expression,  la  somme  E  s'étend  à  toutes  les  va- 
leurs entières  de  a;,  depuis  i  inclusivement  jusqu'à  la  limite  d'exis- 
tence de  la  tête  A,  ou  jusqu'à  l'infini,  car  cela  revient  au  môme.  On 
pourrait,  si  l'on  voulait,  transformer  cette  somme  en  intégrale,  soit 
par  la  formule  d'Euler,  soit  en  substituant  une  annuité  continue  à 
l'annuité  payable  par  termes  équidistants.  On  aurait  alors  à  calculer, 
pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  w,  les  tables  de  deux  in- 
tégrales définies  de  la  forme 


^tàx     et      /       Ç,te-^'dx, 

0  *Jo 


où  h  est  une  constante  positive  qui  dépend  du  taux  de  l'intérêt.  Mais 
les  tables  ain^i  construites  n'olfriraient  aucun  avantage  sur  les  tables 
usuelles  de  la  vie  moyenne  et  de  l'annuité  viagère  pour  une  tête. 
Quand  il  ne  s'agit  que  d'une  seule  tête,  la  méthode  usuelle  est  évi- 
demment préférable  à  l'emploi  d'une  formule  artificielle  ^  il  n'en  est 
plus  de  même  quand  on  considère  simultanément  plusieurs  têtes. 
Pour  deux  têtes  réunies,  la  méthode  usuelle  est  déjà  très-pénible-, 
pour  plus  de  deux  têtes,  elle  conduit  à  des  calculs  tout  à  fait  impra- 
ticables. La  formule  de  Gompertz  permettrait  de  ramener,  dans  tous 
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les  cas,  les  problèmes  sur  plusieurs  tètes  aux  problèmes  sur  une 
seule  tète. 

En  etïèt,  soit  uu  groupe  de  tètes  A,  B,  C,...  actuellement  âgées 
de  «,  &,  c, . . .  années,  tous  les  âges  étant  comptés  à  partir  de  la  même 
origine  ;  et  soit 

G.  =  Gî°,    Gi  =  GA    Go  =  G'/,.... 

La  probabilité  que  ce  groupe  subsistera  au  bout  du  temps  x  aura 
pour  expression 

V        V/        V 

Considérons  une  tète  M,  dont  l'âge  m  sera  déterminé  par  la  formule 

(  3  )  q"  =  q" -^  q'' -h  q' -+-... , 

et  soit  G,„  =  G''"'.  La  probabilité  que  cette  tète  M  sera  vivante  au 

bout  du  temps  x  sera  G,„  ^  et,  comme  G,„  =  (G„GjGe),  on  voit 
que  la  tète  M  et  le  groupe  ABC...  ont,  quel  que  soit  x^  la  même  pro- 
babilité de  subsister  au  bout  du  temps  a;.  De  là  résulte  immédiate- 
ment : 

i"  Que  la  vie  moyenne  de  la  tête  M  est  égale  à  la  vie  moyenne  du 
groupe  ABC .... 

1°  Que  la  valeur  actuelle  d'une  annuité  viagère  sur  la  tête  M  est 
égale  à  la  valeur  actuelle  de  la  même  annuité  sur  les  têtes  réunies  A, 
B,C,.... 

Ainsi,  le  groupe  ABC. . .  pourra  être  remplacé  par  la  tête  unique 
M,  dont  l'âge  sera  calculé  par  la  formule  (  3  ). 

Nous  avons  supposé,  pour  plus  de  simplicité,  que  toutes  les  têtes 
considérées  appartenaient  à  la  même  catégorie,  ou  que  le  coefficient 
G  était  le  même  pour  toutes  ces  têtes  ;  il  est  facile  de  voir  comment 
il  faudrait  modifier  le  calcul  de  Vâge  moyen  m,  si  G  variait  d'une  tète 
à  l'autre,  pourvu  toutefois  que  l'exposant  q  restât  constant. 

IL  Problème  de  survie.  —  Bornons-nous  d'abord  à  considérer  deux 
tètes  A  et  B,  âgées  actuellement  de  a  el  àe  b  années,  et  proposons- 
nous  de  calculer  la  probabilité  P„j  que  A  meure  avant  B,  ou  bien  la 
probabilité  contraire  P^,,,  que  B  meure  avant  A. 
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En  conservant  les  notations  précédentes,  on  aura 

V        _y   Qi^J"-'). 

»  a-i-x  »  a  VJ^^  , 

La  probabilité  que  A  meure  entre  l'âge  a  -h  x  et  l'âge  a  -h  JC  -h  dx 

est 

dY. 


_  a^  ^  _  ^^^  L^Gf  "'^(/^./.r. 


La  probabilité  que  la  tête  B  soit  vivante  à  cette  époque  est  G^        .  On 
conclut  de  là 

PaA  =  —  LGo 


Lq  n  [GaGbY-i'-'^q'dx: 
J  o 


et,  par  suite,  en  observant  que   (G„Gi)^''~'^  est  égal  à  zéro  pour 
x  =  00  ,  et  à  I  pour  a?  =  o, 

LGa  -+■  LGi 
La  probabilité  contraire  a  pour  expression 

LG,, 


Pi<,= 


LGa  4-  LGi 


Si  le  coefficient  G,  dont  dépendent  G^  et  G^,  a  la  même  valeiu-  pour 
les  deux  tètes,  ces  formules  deviennent 


p._    r    _ 

fiO—b 

'—r-^q'^- 

p-  '1'  - 

I  -r-q"-''' 

I 

q''+q'' 

I  _^   ga-ù  ' 

et  l'on  voit  que,  dans  cette  hypothèse,  les  probabilités  P„4  et  Pj„  ne 
dépendent  que  de  la  différence  a  —  b  des  âges  des  deux  tètes. 

Soient  maintenant  trois  tètes  A,  B,  G,  âgées  actuellement  de  a,  6, 
c  années.  On  calculera  d'abord  les  probabilités  Pj,.,  P„^,  P^^,  rela- 
tives à  ces  tètes  considérées  deux  k  deux  (ces  trois  fractions  sont, 
d'ailleurs,  liées  entre  elles  par  une  relation  évidente),  et  L'on  en  dé- 
duira les  probabilités  relatives  aux  trois  tètes  considérées  simultané- 
ment. Si  l'on  veut  avoir,  par  exemple,  la  probabilité  P^^^,  que  ces 
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trois  tùtcs  s'éteindront  dans  un  ordre  déterminé,  A,  B,  C,  on  trou- 
vera, par  les  méthodes  ordinaires  du  calcul  des  probabilités, 

i  a/j  ~i      "ac  "ai  yK  lac 

La  probabilité  que  la  tète  A  s'éteindra  la  première,  quel  que  soit 
l'ordre  des  décès  des  deux  autres,  serait 

P                 P         "ab  X    I  ac 

abc  "1"  *  acb  


"ab  H~  i^ac  A  ab  X    "oc 


et  la  probabilité  que  la  tète  C  s'éteindra  la  dernière  aurait  pour  ex- 
pression 

I  —  Pac  -•-  i  —  Pic 


"abc     •"   *  bac  A  ac  ^^    "bc  X 


I  —  P<,c  X  Pic 


Ces  résultats  s'étendraient  facilement  à  un  nombre  quelconque  de 
têtes,  mais  nous  ne  développerons  pas  davantage  ce  sujet.  Nous 
avons  voulu  seulement  appeler  l'attention  des  lecteurs  de  ce  Bulletin 
sur  une  formule,  peu  connue  en  France,  qui  pourrait  donner  lieu  à 
beaucoup  d'applications  intéressantes,  si  elle  était  suffisamment  con- 
trôlée par  l'observation  (*). 


(')  On  lit  dans  les  Proceedings  de  la  Société  Mathématique  de  Londres,  t.  I,  séance 
annuelle:  «  The  Society  had  lost  two  of  its  members  by  dcath  namely  :  M.  Benjamin 
GoMPERTZ  F.  R.  S.,  F.  R.  A.  S.,  an  eminent  mathematician,  and  especially  well  known 
for  the  discovery  of  an  important  formula  with  respect  to  the  law  of  mortality.  » 


\ 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

SCHULENBURG  (A.  von  dek).  —  Die  Gleichungen  der  drei 
ERSTEN  Grade  (*).  Altona,  1871-,  Verlagsburcau ;  in-8,  142  p. 
Prix  :  4  fr- 

L'auteur  de  ce  petit  Traité  annonce  que  son  but  est  de  publier  les 
résultats  nouveaux  et  importants  qu'il  a  trouvés  dans  l'étude  des 
équations.  Il  se  borne  pour  le  moment  aux  trois  premiers  degrés,  et, 
s'il  publie  ses  recherches,  c'est  uniquement,  dit-il,  à  cause  de  leur 
importance  pour  la  théorie  et  la  pratique,  et  de  leurs  conséquences 
relatives  aux  équations  de  degré  supérieur. 

«  Des  erreurs  de  faits,  des  fautes  positives,  dit-il,  on  n'en  trou- 
vera pas  dans  mon  livre.  »  Aussi  se  borne-t-il  à  demander  aux  criti- 
ques compétents  d'attirer  son  attention  sur  les  défauts  d'ordre  ou  de 
précision  qu'ils  pourraient  relever  dans  l'exposition.  Du  reste, 
«  l'opinion  que  les  équations  générales  du  5^  ordre  ne  sont  pas  ré- 
solubles algébriquement  est  erronée  ». 

C'est  la  dernière  phrase  de  la  Préface.  En  réalité,  tout  ce  que  le 
livre  contient,  en  dehors  des  méthodes  très-connues,  est  un  mode 
d'approximation  des  racines  de  l'équation  du  3*^  degré,  que  déjà 
M.  Hermann  a  donné  d'une  manière  à  la  fois  plus  précise,  plus  élevée 
et  plus  complète  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (^). 

G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

BULLETINS  de  l'Académie  royale  des  Sciekces  de  Belgique  ('). 

T.  XXIX,  janvier-juin  1870. 

MoNTiGiNY   (Ch.).  —  Notice  sur  la  séparation  des  trajectoires  dé- 
crites dans  l'atmosphère  par  des  rayons  de  même  origine  sidérale,  mais 


(')  A.  VON  DER  ScHULENBt'RG,  Les  équations  des  trois  premiers  degrés.  Altona,  1871. 
(-)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,   t.  VI,  2^  série  :  Sur  le  cas  irréductible  de 
l'équation  du  3^  degi-é,  par  A.  Hermann,  ancien  élève  de  l'École  Normale  supérieure. 
(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  281. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  II.  (Octobre  1871.)  ^9 
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de  rcfraruiihililc  (Ufférente,  et  sur  les  effets  de  celle  sèparaiion  à  ViUjard 
de  la  scintillalion.  ^ip  p.) 

Les  rayons  lumineux  de  même  origine  sidérale,  mais  de  réfrangibi- 
lité  diirérente,  décrivent  dans  l'atmosplière  des  trajectoires  différentes 
avant  d'arriver  à  la  pupille  ou  à  l'objectif  d'une  lunette.  Si  l'ouvertui'e 
de  l'objectif  était  un  point  mathématique,  deux  quelconques  des  rayons 
colorés  perçus  par  l'oeil  ne  se  rencontreraient  qu'on  ce  point.  Mais, 
en  réalité,  la  première  rencontre  des  deux  faisceaux  cylindriques 
courbes  qui  aboutissent  à  l'objectif  a  lieu  d'autant  plus  loin  de  cet 
obiectif  que  celui-ci  a  un  diamètre  plus  grand.  Dès  lors,  le  passage 
d'une  onde  aérienne,  traversant  un  faisceau  lumineux  à  une  dis- 
tance donnée,  doit  produire  des  elfets  différents,  selon  le  diamètre 
de  l'objectif.  Par  exemple,  si  l'on  observe  à  l'œil  nu  une  étoile  à 
80  degrés  de  distajice  zénithale,  une  onde  aérienne  traversant  le  fais- 
ceau rouge  à  joo  mètres  dans  les  conditions  de  réflexion  totale  n'arrê- 
tera aucun  rayon  violet,  car  la  première  rencontre  du  faisceau  violet 
avec  le  faisceau  rouge  a  lieu  alors  à  180  mètres  environ  de  l'objectif. 
Si,  au  contraire,  on  observe  l'étoile  à  l'aide  d'une  lunette  de  10  cen- 
timètres d'ouverture,  la  même  onde  aérienne  arrêtera  des  rayons 
violets  et,  par  conséquent,  des  rayons  de  toutes  les  couleurs,  puisque 
le  faisceau  violet  aura  rencontré  le  faisceau  rouge  à  plus  de 
3ooo  mètres  de  l'objectif. 

Ainsi  à  l'oeil  nu  ou  avec  l'objectif  étroit  on  pourrait  constater 
une  variation  de  couleur,  tandis  qu'avec  l'objectif  large  on  ne  consta- 
terait qu'une  variation  d'éclat.  Une  autre  influence  du  diamètre  de  la 
lunette  résulte  de  ce  que  les  faisceaux  courbes  qui  se  dirigent  vers 
l'objectif  se  rencontrent  non-seulement  plus  loin,  mais  aussi  plus 
haut  quand  le  diamètre  est  grand. 

Enfin  l'absence  des  rayons  correspondants  aux  raies,  que  l'analyse 
spectrale  révèle  dans  la  plupart  des  étoiles,  doit  affecter  certaines 
phases  de  leur  scintillation. 

Lorsque  les  raies  sont  nombreuses  et  importantes,  la  scintillation 
est  moindre,  mais  aussi  moins  régulière. 

Catalan  (Eug.).  —  Remarques  sur  V équation  x'" —  1  =  0.  (16  p.) 
p  ci  q  étant  premiers  entre  eux,  le  quotient  de 

i  ^  xP  -h  x'P  -h . . .  -\-  x^'i-'^P     par     i  -\-  X  +  x""-^  .  .  .-h  x''-' 

reste  le  luèiiu'  si  l'on  remplace  p  par  q  et  récipro([uement.  Ce  quo- 
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tient  est 

X  —  (1  —  x)lx''r'-^'i 

[a  a  h  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  entières  non  négatives), 
pourvu  que  l'on  néglige  dans  X  les  termes  dont  le  degré  surpasse 
[p  —  i)(g  —  i).  L'équation  X  =  o  est  réciproque  et  tous  ses  coeffi- 
cients sont  égaux  k  ±.1. 

Si  m[=.pq)  est  impair,  les  racines  de  x"" — i  =0  sont  données 
par  trois  éqiiations  réciproques,  dont  les  deux  premières  ont  tous 

leurs  coefficients  égaux  à  l'unité  5  la   troisième  est  X  =  o^   cp       ', 

iJi^—         (ii.^iS\/=:[  .  .  .    .  .        - 

e<7  et  eV  p      '/  /       =y  sont  respeclivement  racines  primitives  de 

ces  trois  équations  ;  yk  donne  toutes  les  racines  de  X  =  o  et  seule- 
ment ces  racines,  si  "k  n'est  divisible  ni  par  p  ni  par  q.  On  en  déduit 
facilement  les  racines  d'une  autre  équation  Z=:o,  obtenue  en  faisant 

X  -\ =2  dans  X  =:  (j . 

X 

Quand  m,  toujours  supposé  impair,  est  décomposé  en  plusieurs 
facteurs  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  on  peut  obtenir  des  résul- 
tats analogues,  mais  plus  compliqués.  Si,  par  exemple,  m  =■  pqr^  les 
racines  de  x"^ — 1=0  sont  données  par  quatre  équations  dont  les 
trois  premières  sont  réciproques  et  analogues  aux  deux  premières  du 
cas  précédent,  et  dont  la  quatrième  est 

X,={i  —  x]-lx''P-^^'i-^"'  =  o, 

pourvu  que  dans  Xj  on  néglige  les  termes  dont  le  degré  surpasse 
m  —  p  —  q  —  r+2.  Le  polynôme  Xj  est  décoraposable  de  trois 
manières  en  un  produit  de  deux  facteurs  entiers  dont  les  termes  ont 
pour  coefficients  +  1  et  —  1 ,  et  aussi  de  trois  manières  en  un  pro- 
duit de  trois  facteurs  entiers  analogues  aux  précédents. 

De  ces  considérations  résultent  quelques  propriétés  relatives  à 
l'analyse  indéterminée. 

p  et  q  étant  premiers  entre  eux,  des  deux  équations 

ap  -h  bq  =  n,     ap  +  bq  =  pq  —  p  —  q  —  n, 

l'une  admet,  pour  a  et  6,  une  solution  en  nombres  entiers  non  néga- 
tifs, l'autre  n'en  admet  pas.  L'équation 

np-\-bq=z{p--i){q  —  i) 

19- 
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admet  toujours  une  solution.  Le  nombre  des  solutions  de 

ap  -\-  bq=z  ocpq  +  (3 

est  égal  au  nombre  des  solutions  de  ap  -i-bq  =  ^^  augmenté  de  a. 

L'équation 

ap  -i-  bq  =:  n 

admet  une  seule  solution  quand  n  est  compris  entre  {p  —  i)[q  —  i) 
et  pq  —  I  inclusivement. 

Bernaerts  (G.).  —  Note  sur  la  nature  du  Soleil.  (la  p.) 
L'auteur  expose  des  raisons  à  l'appui  de  ses  idées  sur  la  constitution 
physique  du  Soleil.  Modifiant  l'opinion  de  M.  Faye  et  du  R.  P.  Sec- 
clii,  il  croit  que  le  noyau  gazeux  du  Soleil  est  recouvert  d'une  couche 
liquide  incandescente,  de  faible  épaisseur,  enveloppée  à  son  tour  de 
nuages  incandescents  et  lumineux.  Cette  hypothèse  permettrait, 
d'après  l'auteur,  de  rendre  compte,  mieux  que  par  les  précédentes,  de 
la  nature  des  taches,  de  leur  périodicité,  de  leurs  mouvements  et  de 
leur  répartition.  La  formation  de  l'enveloppe  liquide,  empiétant  de 
plus  en  plus  sur  le  noyau  central  gazeux,  serait  le  premier  échelon 
qui  conduit  à  la  fonnation  d'une  croûte  solide,  la  première  étape  dans 
la  voie  de  l'extinction  d'un  astre  quelconque.  Elle  suivrait  l'état  né- 
buleux ou  purement  gazeux;  elle  constituerait  l'état  lumineux  ;  elle 
précéderait  l'état  obscur,  ou  la  solidification  externe  du  globe. 

Mensbtiugghe  {G.  van  der). —  Sur  la  viscosité  superficielle  des 
lames  de  solution  de  saponine.  (8  p.) 

M.  Plateau  a  démontré  que  la  couche  superficielle  des  liquides  a 
une  viscosité  propre,  plus  forte  dans  certains  liquides,  plus  faible 
dans  d'autres,  que  la  viscosité  de  l'intérieur.  Les  résultats  obtenus 
par  ce  physicien  ne  s'accordant  guère  avec  les  idées  qui  ont  généra- 
lement cours  à  ce  sujet,  M.  van  der  Mensbrugghe  a  pensé  qu'on  ne 
peut  assez  multiplier  les  preuves  expérimentales  de  l'existence  de  la 
viscosité  superficielle  propre  des  liquides.  11  a  choisi,  à  cet  elfet, 
une  solution  aqueuse  de  saponine,  signalée  par  M.  Plateau  comme 
possédant  une  viscosité  superficielle  énorme,  qui  ne  peut  être  attri- 
buée à  la  présence  d'une  pellicule  de  nature  solide.  11  décrit  une 
expérience  où  la  répulsion  électrique  s'ajoute  à  cette  viscosité  super- 
ficielle pour  mainlenir   ouverte    pendant    (jU('l(|ue   temps,   avec  un 
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bord  libre,  une  lame  de  solution  de  saponine,  malgré  la  tension  de 
ses  deux  faces  et  la  forte  pression  capillaire  qui  s'exerce  à  ce  bord 
libre.  Celui-ci  est  irrégulièrement  dentelé,  et  l'action  de  l'électricité 
en  détache  des  lamelles  qui  voltigent  dans  l'air  et  qui,  après  être 
retombées,  se  transfoi'iuent  eu  gouttelettes. 

MoNTiGKY  (Cil.).  —  Notice  aur  la  scintillation  et  sur  son  intensité 
pendant  V aurore  boréale  observée  à  Bruxelles  le  j  avril  1870.  {i/\  p.) 

Vérification  expérimentale  des  résultats  annoncés  dans  la  Note 
précédente  du  même  auteur  [voir  plus  haut),  en  observant,  au  mois 
d'avril  1870,  au  moyen  d'une  lunette  à  objectif  variable  munie 
d'un  scintillomètre  à  rotation  {voir  le  t.  XVII  des  Bulletins),  les 
étoiles  de  première  grandeur  Sirius  et  Rigel,  à  des  distances  zéni- 
thales comprises  entre  70  et  85  degrés. 

L'apparition  des  aurores  boréales  est  caractérisée  dans  nos  con- 
trées par  un  accroissement  très-sensible  de  la  scintillation  des 
étoiles.  L'auteur  en  trouve  la  cause  dans  les  cliangemcnts  atmosphé- 
riques dont  ces  aurores  sont  souvent  les  précurseurs. 

QuETELET  (Ad.).  —  Des  lois  concernant  le  développement  de  l'homme. 
(11  p.) 

Cette  Note  est  un  résumé  de  l'Anthropométrie,  ouvrage  dans  lequel 
M.  Quetelet  recherche  les  lois  qui,  pour  chaque  époque  de  l'exis- 
tence de  l'homme,  régissent  sa  taille,  son  poids,  sa  force  et  ses  autres 
qualités  physiques. 

Que  l'on  suppose  tous  les  hommes  de  vingt  ans  d'un  même  pays 
couchés  sur  l'horizontale  ca,  dans  le  même  sens,  les  pieds  en  c,  les 
têtes  des  plus  grands  en  a,  des  plus  petits  en  b  ^  qu'on  élève  en  chaque 
point,  de  6  en  a,  des  perpendiculaires  ou  ordonnées  égales  en  hau- 
teur au  nombre  de  têtes  qui  viennent  s'appuyer  en  chacun  de  ces 
points  ^  les  extrémités  supérieures  de  ces  perpendiculaires  seront  sur 
une  courbe  régulière  et  symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire 
au  milieu  de  ba.  Cette  courbe,  aue  l'auteur  appelle  binômiale,  est 
une  de  celles  que  l'on  emploie  dans  le  calcul  des  jjrobabilités  pour 
rendre  plus  sensible  la  répartition  des  événements.  De  là  résulte  que 
l'on  peut  considérer  l'homme  de  taille  moyenne  comme  un  type  et 
les  différences  entre  cet  homme  et  les  autres  comme  des  erreurs  acci- 
dentelles commises  dans  la  réalisation  de  ce  type  et  se  répartissant 
suivant  la  loi  ordinaire  des  probabilités. 
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Si,  au  lieu  de  considérer  les  tailles,  on  considère  les  poids,  la 
courbe  binômiale  obtenue  n'est  plus  symétrique  par  rapport  à  son 
ordonnée  maxinia,  c'est-à-dire  que  les  deux  termes  du  binôme  ne 
sont  plus  égaux. 

Cette  loi  semble  embrasser  tous  les  corps  vivants,  non-seulement 
ceux  de  l'espèce  humaine,  mais  les  corps  sim.ilaires  du  règne  animal 
et  même  du  règne  végétal. 

Melsens. —  Sur  les  forces  élastiques  des  gaz  liquéfiables.  [i  p.) 

T.  XXX,  juillet-décembre  1870. 

De  Tilly  (J.-M.).  —  Note  sur  les  surfaces  à  courbure  moyenne 
constante  (9  p.). 

L'expression  «  courbure  moyenne  w  est  employée  ici  dans  le  sens 
que  lui  donne  M.  Bertrand  (*)•,  mais,  pour  éviter  tout  équivoque, 
l'auteur  eût  mieux  fait  de  dire  simplement  «  surfaces  à  courbure 
constante  ». 

Son  iMéraoire  peut  être  étudié  au  point  de  vue  philosophique  et  au 
point  de  vue  géométrique  ordinaire. 

On  y  trouve,  au  premier  point  de  vue,  des  raisons  nouvelles  et 
peut-être  nécessaires  à  l'appui  de  cette  proposition,  déjà  déduite  par 
M-  Hoiiel  des  travaux  de  M.  Beltrami  :  que  l'axiome  XI  (dit  postula- 
tum)  d'Euclide  ne  pourra  jamais  être  démontré  par  la  géométrie 
plane.  ^ 

Si  l'on  parvenait  à  appliquer  rigoureusement  des  idées  analogues 
à  la  géométrie  des  trois  dimensions,  ce  qui  ne  parait  pas  facile,  on 
aboutirait  à  cette  conclusion,  déjà  bien  probable,  sinon  certaine,  que 
l'axiome  XI  d'Euclide  est  un  principe  expérimental  séparé,  c'est-à- 
dire  qu'il  ne  peut  se  déduire  par  le  raisonnement  des  principes  expé- 
rimentaux qui  le  précèdent. 

L'auteur  ajoute  que  la  démonstration  ne  peut  pas  se  faire  non  plus 
par  la  mécanique  des  systèmes  plans. 

Sans  doute  la  preuve  mécanique,  si  elle  était  possible,  ne  serait  pas 
absolue,  car  la  mécanique  s'appuie  elle-même  sur  d'autres  principes 
expérimentaux,  mais  cette  preuve  serait  au  moins  fort  curieuse.  L'au- 
teur démontre  qu'elle  est  impossible. 

v')  Calcul  diffcrcnticl,  p,  j'ji. 
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bi,  cil  sLcund  lieu,  écarlanl  coiuiiic  oiseuse  la  question  des  paral- 
lèles, on  se  place  au  point  Je  vue  géométrique  ordinaire,  on  trouvi; 
dans  la  jNote  de  M.  de  Tilly  une  méthode  nouvelle  pour  établir  à 
priori  la  géométrie  et  la  mécanique  des  surfaces  à  courbure  constante 
négative,  ou  pseudosphères. 

Malheureusement,  pour  suivre  les  déductions  de  l'auteur,  surtout 
au  second  point  de  vue,  il  faut  lire  à  la  fois  deux  de  ses  Mémoires, 
en  prenant  les  calculs  dans  l'un  et  leur  interprétation  dans  l'autre, 
ce  qui  en  rend  l'étude  diflicile. 

Catalan  (E.).  —  Sur  la  dé  termina  lion  de  l'aire  de  r  ellipsoïde  [y  p). 

Legendre  a  représenté  par  deux  formules  dillérentes  l'aire  d'un 
ellipsoïde  quelconque. 

La  première  formule  permet  de  développer  le  résultat  en  séries. 
On  la  l'ctrouve  aisément  en  faisant  usage  d'une  métliode  remarquable 
donnée  par  M.  Catalan  (  *)  ot  fondée  sur  la  variation  d'un  paramètre, 
fonction  des  variables  indépendantes.  Mais  pour  ce  cas  la  méthode 
de  M.  Catalan  n'est  pas  plus  simple  que  celle  de  Legendre. 

Il  en  est  autrement  pour  la  seconde  formule,  dans  laquelle  l'aire 
de  l'ellipsoïde  est  réduite  aux  intégrales  elliptiques,  et  que  Legendre 
obtint  en  décomposant  la  surface  de  l'ellipsoïde  en  rectangles  formés 
par  des  lignes  de  courbure,  décomposition  qui  conduit  à  des  calculs 
très-pénibles,  tandis  que  la  méthode  de  M.  Catalan  donne  rapide- 
ment la  même  formule. 

L'auteur  a  fait  observer,  il  y  a  six  ans  (^),  que  cette  méthode  plus 
rapide  équivaut  à  la  décomposition  de  la  surface  en  rectangles  for- 
més par  des  sections  parallèles  à  l'un  des  plans  principaux,  et  par 
leurs  trajectoires  orthogonales,  ou,  si  l'on  veut,  par  des  lignes  de 
niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente. 

Dans  sa  Note  actuelle,  il  fait  voir  que  le  premier  procédé  de  Le- 
gendre équivaut,  lui-même,  à  cette  dernière  décomposition. 

L'emploi  des  lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  est  donc 
préférable,  dans  ce  cas,  à  celui  des  lignes  de  courbure. 

En  combinant  les  deux  expressions  de  l'aire  de  l'ellipsoïde, 
M.    Catalan    arrive    à    l'intégrale    définie   suivante,    probablement 


(*)  Journal  de  Liouville,  t.  IV,  iSSp,  p.  33o  et  suivantes. 
(^)  Mélanges  mathématiques,  p.  -]^ 
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connue,  dit-il  : 


I    r^  ,    ï  —  «'sin'9 — 6'cos^9     I  +  y/rt' sin'cp  + /»^  cos='9 
^  Jo  y/a'sin'9  +  6''cos'9       i — y'^'sin'cp -f  6^cos'9 

=  \/(7—a'){i  —  b')  —  1  +  aE( K,  [^ ) 

H F(K,  y.),    (k  =  -,    sïnu  =  a]y 

a  '         \  a  '  J 

F  et  E  représentant  les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  se- 
conde espèce,  d'après  les  notations  de  Legendre. 

Mensbrugghe  (G.  van  der).  —  Sur  un  pTincipe  de  statique  molé- 
culaire avancé  par  M.  Lûdlge.  (10  p.) 

D'après  les  travaux  de  M.  Plateau  et  de  Dupré,  la  tension  des 
lames  liquides  est  tout  à  fait  indépendante  de  leur  épaisseur,  tant 
que  cette  dernière  surpasse  le  double  du  rayon  d'activité  sensible  de 
l'attraction  moléculaire  5  au-dessous  de  cette  limite,  la  force  contrac- 
tile irait  en  diminuant. 

Dans  une  Note  récemment  insérée  dans  les  Annales  de  Poggendorff, 
M.  Lûdtge  a  cherché  à  prouver  que  les  lames  liquides  acquièrent  au 
contraire  une  tension  d'autant  plus  forte  qu'elles  deviennent  plus 
minces. 

L'expérience  principale  sur  laquelle  il  appuie  sa  conclusion  con- 
siste à  insuffler  de  l'air  dans  un  cylindre  creux  aux  extrémités  du- 
quel il  a  réalisé  successivement  deux  lames  liquides  planes.  La  lame 
formée  en  dernier  lieu  aura,  en  général,  la  plus  grande  épaisseur;  or 
M.  Lûdtge  prétendait  que  sous  l'action  de  l'air  insufilé  elle  prenait 
aussi  la  plus  forte  courbure,  donc  la  tension  la  plus  faible. 

M.  van  der  Mensbrugghe  a  répété  l'expérience,  mais,  au  lieu  de 
comparer  les  courbures  ou  les  flèches  des  deux  lames,  ce  qui  pour- 
rait faire  attribuer  à  l'influence  des  tensions  des  différences  dues  à 
d'autres  causes,  il  s'est  assuré  par  un  moyen  précis  que  la  flèche  de 
l'une  des  lames  ne  change  pas  pendant  que  cette  lame  diminue 
d'épaisseur.  On  doit  donc  admettre  que  la  tension  est  indépendante 
de  cette  épaisseur. 

L'auteur  démontre  que  la  forme  la  plus  convenable  à  donner  aux 
lames  pour  observer  une  variation  éventuelle  de  leur  tension  est  la 
forme  hémisphérique. 
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Il  décrit  encore  d'autres  expériences  curieuses,  relatives  aux  phé- 
nomènes qui  se  produisent  lorsqu'un  fil  de  cocon  est  inséré  dans  une 
lame  de  liquide  glycérique . 

L'explication  complète  de  ces  différents  phénomènes  s'appuie  sur 
les  principes  de  la  statique  moléculaire  des  liquides,  branche  impor- 
tante de  la  physique  mathématique.  IN'ous  y  reviendrons. 

Plucker  (J.).  —  Note  sur  le  stéréographe  de  poche.  [6  p.) 

On  sait  que  le  levé  des  plans  peut  s'effectuer  avec  exactitude  par 
la  photographie,  au  moyen  d'un  nombre  assez  limité  de  perspectives, 
dont  on  déduit  géométriquement  les  projections  horizontales  et  les 
cotes  de  niveau  de  tous  les  points  remarquables. 

D'après  le  rapport  sur  l'Exposition  universelle  de  1867,  il  parais- 
sait désirable  de  réduire  à  des  proportions  plus  modestes  le  matériel 
nécessaire  aux  opérations  photographiques  du  levé.  C'est  le  but  que 
l'auteur  s'est  proposé. 

Son  stéréographe,  dont  toutes  les  parties  peuvent  être  mises  en 
poche,  sauf  le  pied  qui  forme  une  canne  de  dimensions  usuelles,  peut 
rendre  de  bons  services  aux  topographes. 

T.  XXXI,  janvier-juin  1871. 

QuETELET  (Ad.).  —  Sur  l  Anthropomélrie  ou  sur  la  mesure  des  diffé- 
rentes facultés  de  l'homme. 

Développement  de  la  taille  humaine. 

Extension  remarquable  de  cette  loi.  (19  p.  en  deux  Notes  séparées.) 
Voir  l'analyse  du  t.  XXIX. 

Catalan  (E.).  —  Sur  Véquation  de  Riccati.  (6  p.) 
L'équation  de  Riccati  se  ramène  aisément  à  la  forme 

dy=  a{x'"  -h y"^ )  dx. 

On  sait  que  son  intégration  est  possible  lorsque  l'exposant  peut  être 
mis  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes 

2  /r  H-  I  2  A-  -f- 1 

k  étant  un  nombre  entier  mais  les  calculs  sont  très-compliqués.  Cette 
INote  a  pour  objet  leur  simplification. 
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D'abord  si  l'exposant  appartient  à  la  seconde  forme,  on  le  ramène 
à  la  première  en  posant 

I  H 

u       -'  a 

Il  suffit  donc  de  considérer  la  première  forme. 
Posant 


a  =  (  2  /f  -f- 1  )  a^  '^  -^  '  " 

et 

.._(-0*-'    ,                            I 

^''-        a         '    3(-i)*-'                              1 

a. 

+ 

I 

I             1 

l'intégrale  générale  est 

n=:tang[c  +  {  — i)Aa]. 

Melsens.  —  Noie  sur  les  explosions  des  chaudières  à  vapeur.  (i5  p.) 
L'auteur  pense,  avec  M.  Boutigny  (*),  que  l'état  spliéroïdal  de 
l'eau  est  une  des  causes  principales  d'explosion  des  chaudières,  et  que 
l'on  peut  empêcher,  jusqu'à  un  certain  point,  la  production  de  cet 
état  en  hérissant  de  pointes  le  fond  des  chaudières.  Il  décrit  les  expé- 
riences et  les  appareils  qui  lui  ont  servi  à  vérifier  ce  dernier  fait,  et 
propose  de  i-emplacer,  dans  les  chaudières,  les  rivets  ordinaires  par 
des  rivets  plongeant  dans  l'eau,  auxquels  on  pourrait  donner  la  force 
convenable.  Le  placement  des  rivets  plongeants  ne  présente  pas  plus 
de  difficulté  que  celui  des  rivets  ordinaires.  Il  reste  à  trouver  un 
moyen  pratique  de  nettoyer  intérieurement  les  chaudières  à  pointes. 

DupREz  (F.).  — Discussion  des  observations  d'électricité  atmosphé- 
rique recueillie  à  Gand^  et  comparaisons  entre  ces  observations  et  celles 
faites  en  d'autres  lieux.  Seconde  partie.  (26  p.) 

Dans  la  première  partie  de  ce  travail,  l'auteur  a  comparé  les  élec- 
tricités positive  et  négative  de  l'air  sous  le  rapport  de  leur  fréquence; 
dans  cette  seconde  partie,  il  les  considère  au  point  de  vue  de  leurs 
tensions.  Il  examine  l'influence  des  principales  circonstances  atmo- 
sphériques sur  les  deux  électricités. 

(')  T.  XXVI  des  Bulletin!,. 
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BULLETIN    DE   l'Académie  impériale  de  Saint-Pétersbourg  (*). 

T.  XIV  (suite  et  fm),  1869-1870. 

BotJNiAKowsKY  (V.).  —  Suf  ics  coïigruences  binômes  exponentielles 
à  base  3,  et  sur  plusieurs  nouveaux  théorèmes  relatifs  aux  résidus  et 
aux  racines  primitives  (26  col.;  fr.). 

L'auteur  donne,  dans  ce  Mémoire,  la  résolution  de  la  congruence 

ç.3'=prs=o    (mod.  P). 

Il  commence  par  traiter  le  cas  particulier  de  g  =  r  =  1 ,  qui  pré- 
sente deux  cas,  suivant  que  le  module  impair  P  est  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  deux  formes  6n  ±  i  5  puis  il  passe  de  là  au  cas  de  ^  et  de  r 
quelconques. 

Les  principes  sur  lesquels  est  fondée  sa  solution  le  conduisent  à 
une  suite  de  théorèmes  sur  les  racines  primitives,  dont  voici  les  pre- 
miers : 

Si  J9  =  24  w  -h  5  et  '— —  =zQn->ri  sont  premiers,  3  est  une  racine 

primitive  de  p-, 

Si  p  =  iin  -\-ii  et =  6/1-1-5  sont  premiers,  p  —  3  est  une 

racine  primilive  de  p; 

Si  p  =  4ow  -+-  y  et =  2on  -f-  3  sont  premiers,  10  est  une  ra- 
cine primitive  dep; 
Etc. 

SoMOFF  (J.).  —  ISote  relative  à  une  démonstration  donnée  par  Cau- 
chy  des  équations  générales  de  l'équilibre  (11  col.;  fr.). 

Cauchy  a  donné  (*)  une  démonstration  des  équations  générales 
de  l'équilibre  qui  n'est  pas  déduite  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
M.  Somofffait  voir  que  cette  théorie  n'est  pas  satisfaisante. 

«  Le  principe  fondamental  que  Cauchy  se  propose  de  démontrer 
peut  être  énoncé  ainsi  :  pour  qu'il  y  ait  équilibre  entre  des  forces 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  2^0. 

(-)  Exercices  de  Mathématiques,  t.  11,  1827.  Voir  MoiGNO,  Leçons  de  Mécanique  ana- 
Ijtique  :  Statique,  Xll"  Le<,^on,  p.  271. 
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appliquées  à  un  système  de  points  matériels  et  les  résistances  qui 
proviennent  des  liaisons  auxquelles  ces  points  sont  assujettis,  dans 
le  cas  où  une  seule  fonction  des  coordonnées  doit  être  nulle;  en  vertu 
des  liaisons  pour  tous  les  déplacements  virtuels  du  système,  il  faut  : 
1°  que  les  projections  des  forces  sur  les  axes  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, auxquels  on  rapporte  les  points,  soient  proportionnelles 
aux  dérivées  partielles  de  cette  fonction  prises  relativement  aux 
coordonnées  respectives,  et  2"  que  le  rapport  de  chaque  projection  à 
la  dérivée  respective  soit  le  même  pour  toutes  les  forces.  Or  la  dé- 
monstration que  donne  Cauchy  de  cette  seconde  proposition  est  en 
défaut,  parce  que  l'équation  de  laquelle  il  tire  l'égalité  de  rapport 
des  projections  de  deux  forces  aux  dérivées  respectives  devient  dans 
plusieurs  cas  illusoire.  » 

L'auteur  passe  ensuite  en  revue  les  démonstrations  du  principe 
des  vitesses  virtuelles  données  par  Lagrange  et  par  Ampère.  Il  ter- 
mine en  insistant  sur  la  nécessité,  signalée  par  Cournot  [Bulletin  de 
Férussac^  t.  VIII,  182^),  et  par  Ostrogradsky  dans  ses  divers  écrits 
sur  la  mécanique,  d'exprimer  les  conditions  des  déplacements  vir- 
tuels par  des  inégalités^  et  non  par  des  équations,  comme  la  plupart 
des  auteurs  de  Traités  de  Mécanique  se  contentent  de  le  faire. 

BouNiAKowsKY  (V.).  —  Suv  un  théorème  relatif  à  la  théorie  des 
résidus^  et  de  son  application  à  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité 
de  deux  nombres  premiers  (i5  col. 5  fr.). 

Le  théorème  qui  sert  de  point  de  départ  à  l'auteur  est  le  suivant  : 
«  Soient  a  et  r  deux  entiers  impairs,  premiers  entre  eux  5  le 
nombre  a  est  supposé  donné,  et  r  astreint  seulement  à  rester  compris 
entre  les  limites  i  et  2a  —  i  inclusivement.  Cela  posé,  en  désignant 
par  p  un  nombre  premier  absolu  quelconque  (2  excepté),  mis  sous 
la  forme  p  =  lan  -h  r^  on  aura  toujours 

p— I  a— I 

£- n-ir  m 

a  *   ^(— i)  "  (mod.  p), 


ou  bien,  en  faisant  usage  du  symbole  connu, 

a—i 

•  n  +  m 

(-0  ' 

l'exposant  m  étant  indépendant  de  n.  » 


(^)= 
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BouNiAKowsKY  (V.).  —  S^r  le  symbole  de  Legendre  1- |  {i5  col.; 

Suite  des  deux  articles  précédents  du  même  auteur. 

M.  Bouniakowsky  donne  ici  l'expression  de  l'exposant  m,  dans  le 
théorème  énoncé  ci-dessus,  en  fonction  de  r,  de  a  et  d'une  quantité 
auxiliaire  qui  dépend  de  ces  deux  derniers  nombres.  Il  parvient  à  une 

expression  du  symbole  (  -  |  par  des  fonctions  numériques,  essentiel- 
lement diflerentes  par  la  forme  de  celle  qui  a  été  donnée  par  Gauss. 

Nyrén  (M.-M.).  —  Détermination  du  coefficient  constant  de  la  pré- 
cession  au  moyen  d'étoiles  de  faible  éclat  (Sa  col.;  fr.)  (*). 


MÉLANGES. 

SLR  lJi\E  CLASSE  PARTICILIÈRE  DE  SLRFACES  RÉGLÉES; 
Par  M.  g.  DARBOUX. 

Les  recherches  sur  les  axes  que  j'ai  publiées  dans  ce  Bulletin  m'ont 
conduit  à  l'étude  de  surfaces  réglées  remarquables  formées  de  ces 
droites.  Ces  surfaces  offrent  une  grande  variété;  mais  leur  étude  est 
simple  ;  elles  comprennent  comme  cas  particulier  les  surfaces  tétraé- 
drales  symétriques,  la  quadrispinale  et  la  quadricuspinale  de  M.  de  la 
Gournerie.  Les  propriétés  des  axes,  c'est-à-dire  des  normales  à  un 
système  de  quadriques  homofocales,  expliquent  les  propositions  si 
remarquables  qu'a  données  M.  de  la  Gournerie  (^). 

Dans  la  Note  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  j'ai  indiqué,  d'après 
M.  Chasles,  quelles  sont  les  propriétés  caractéristiques  des  droites 
nommées  axes  par  M.  Reye  (').  Si  on  les  définit  au  moyen  d'une 
seule  surface  du  second  degré,  ce  sont  les  droites  perpendiculaires  à 


(')  Foir  une  analyse  de  ce  travail,  Bulletin,  t.  I,  p.  289. 

(-)  Recherches  sur  les  surfaces  réglées   tétraédrales  symétriques,   avec   des  Notes   de 
M.  Cayley.  Paris,  1867,  Gaxithier-Villars. 

(')  Géométrie  der  Lnge,  Hanovre,  Cari  Uiimpler. 


3o2  BULLETIN   DES  SCIENCES 

leur  polaire.  Si  l'on  emploie  un  système  de  surfaces  liomofocales,  ce 
sont  les  normales  à  toutes  ces  surfaces.  Enfin,  on  peut  les  définir, 
indépendamment  de  toute  quadrique,  par  cette  propriété  qu'elles 
coupent  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  en  quatre  points,  dont  le  rap- 
port anharmonique  est  constant. 

Si  l'on  considère  un  axe  R  et  un  système  de  quadriqucs  liomofo- 
cales, l'axe  sera  normal  à  l'une  des  surfaces;  soit  r  le  pied  de  cette 
normale.  Il  y  aura  à  considérer,  en  même  temps  que  le  rayon  R,  le 
pied  r  et  le  plan  P,  mené  par  r  perpendiculairement  au  rayon.  Une 
propriété  fondamentale  des  surfaces  homofocales  doit  être  rappelée 
ici  :  L'axe  R  est  le  lieu  des  pôles  du  plan  P  par  rapport  à  toutes  les 
surfaces  homofocales.  Ainsi,  les  axes  sont  aussi  les  droites  lieux 
des  pôles  d'un  plan  par  rapport  à  toutes  les  quadriqucs  homofocales. 

On  peut  se  proposer  des  questions  très-variées  sur  le  système  géo- 
métrique formé  des  éléments  P,  R,  r. 

1°  Les  plans  P  enveloppent  une  surface  :  quel  est  le  lieu  des  points 
de  contact  de  ces  plans  avec  la  quadrique  du  système  homofocal  qui 
leur  est  tangente,  c'est-à-dire  le  lieu  du  point  de  rencontre  r  du 
plan  avec  son  axe  ? 

On  résout  cette  question  au  moyen  des  théorèmes  suivants  : 

((  Si,  par  les  différents  points  d'un  plan,  on  mène  les  trois  plans 
tangents  aux  surfaces  liomofocales  passant  en  chacun  de  ces  points, 
l'enveloppe  de  ces  plans  tangents  est  une  surface  de  troisième  classe, 
tangente  aux  quatre  plans  du  tétraèdre  conjugué  aux  quadriqucs  et 
inscrite  dans  la  développable  H  enveloppe  de  toutes  les  quadriqucs. 

»  Si,  par  les  différents  points  d'une  droite,  on  mène  les  dillérents 
plans  tangents  aux  surfaces  liomofocales  passant  en  chacun  de  ces 
points,  l'enveloppe  de  ces  plans  est  une  développable  de  la  5^  classe, 
tangente  à  huit  plans  tangents  de  la  développable  II,  et  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  conjugué.  Cette  développable  est,  d'ailleurs,  cir- 
conscrite au  paraboloïde,  lieu  d;.'S  axes  des  plans  passant  par  la 
droite,  et  elle  admet  cette  droite  comme  tangente  double.  » 

Ces  propositions  conduisent  à  la  solution  suivante  de  la  question 
proposée  : 

Soit  une  surface  S,  de  classe  ç,  et  n'étant  ni  tangente  aux  faces  du 
tétraèdre,  ni  inscrite  dans  la  développable  II.  Ses  plans  tangents 
touchent  clia(;un  une  des  quadriqucs  homofocales,  et  une  seule.  Le 
lieu  des  points  de  contact  de  ces  plans  tangents  de  la  surface  S  avec 
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la  quadriquo  correspondante  est  une  surface  2,  d'ordre  5^,  ayant  les 
quatre  focales  des  quadriques  pour  lignes  multiples  d'ordre  g,  conte- 
nant au  moins  4 5  droites  situées  sur  la  développable  II.  Les  surfaces  Z 
et  S  se  correspondent  point  par  point;  elles  sont  du  même  genre. 

C'est  ainsi  que,  dans  un  travail  précédent,  j'ai  montré  (*)  qu'à 
un  point  qui  peut  être  considéré  comme  une  surface  de  i'^'^  classe, 
correspond  une  surface  du  o*'  ordre  qui  peut  être  représentée  sur  le 
plan. 

Si  la  surface  S  est  inscrite  m  fois  dans  la  développable  H,  l'ordre 
de  la  surface  correspondante  Z  diminue  de  8w,  et  l'ordre  de  multi- 
plicité de  chaque  focale  de  itn. 

Si  la  surface  S  devient  tangente  aux  faces  du  tétraèdre,  chaque 
contact  diminue  l'ordre  de  2  d'une  unité,  et  d'une  unité  aussi  l'ordre 
de  multiplicité  de  la  focale  située  dans  la  face  considérée. 

Il  faut  cependant  indiquer,  non  pas  un  cas  d'exception,  mais  plu- 
tôt un  fait  singulier  qui  se  présente  dans  l'application  des  proposi- 
tions précédentes.  Si  l'on  se  donne  à  priori  la  surface  S  et  que  l'on 
mène  les  plans  tangents  aux  quadriques  passant  en  chacun  des  points 
de  2,  ces  plans  enveloppent  une  surface  S;  si  l'on  applique  à  la  sur- 
face S  les  propositions  précédentes,  on  trouvera  pour  S  un  ordre 
triple  de  l'ordre  de  cette  surface.  Cela  tient  à  ce  que  chacun  des 
points  de  2  est  donné  par  trois  plans  tangents  de  S  ;  la  surface  tout 
entière  sera,  en  quelque  manière,  obtenue  trois  fois  (^). 

2°  Supposons  que  l'on  se  donne  une  surface  2  d'ordre  m,  et  que 
par  chacun  de  ses  points  on  mène  les  plans  tangents  aux  quadriques 
du  système  passant  en  ce  point,  quelle  sera  la  classe  de  la  surface  S 
enveloppée  par  ces  plans  ? 

On  trouve  que  la  surface  S  est  en  général  de  la  classe  3  m,  et  qu'elle 


C)  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  /|0. 

(-)  Un  fait  analogue  se  rencontre  dans  la  théorie  des  surfaces  réglées.  On  sait  que 
l'ordre  d'une  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  trois  directrices 
peut  être  facilement  calculé  par  une  formule  due  à  M.  Salmon.  Cette  formule  est  en 
défaut  dans  la  plupart  des  cas  où  l'on  doit  obtenir  une  surface  du  second  degré; 
l'ordre  qu'elle  indique  alors  est  4,  à  cause  du  double  mode  de  génération  par  des  droites 
des  surfaces  du  second  degré.  Par  exemple,  si  l'on  cherche  l'ordre  d'une  surface  réglée 
engendrée  par  une  droite,  s'appuyant  sur  trois  coniques  se  coupant  deux  à  deux  en 
deux  points,  on  trouve  4  au  lieu  de  2  pour  l'ordre  de  la  surface.  Le  même  fait  se  pré- 
sentera toutes  les  fois  que  le  mode  de  description  ou  de  génération  considéré  fournira 
les  2  systèmes  de  génératrices  rectilignes. 
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est  inscrite  m  fois  dans  la  développable  II.  Cette  classe  diminue  de 
2  unités,  toutes  les  fois  que  la  surface  S  vient  passer  par  une  focale. 
Dans  le  cas  général,  la  surface  S  est  tangente  m  fois  à  cliaque  face  du 
tétraèdre. 

3°  Quand  un  point  décrit  une  courbe,  d'ordre  w,  les  plans  tan- 
gents aux  surfaces  homofocales  qui  passent  en  ce  point  enveloppent 
une  développable  de  la  classe  on.  Ce  nombre  doit  être  diminué  d'une 
unité  pour  cliaque  point  commun  à  la  courbe  et  à  l'une  des  fo- 
cales (M.  La  développable  générale  de  la  classe  5n  est  tangente  à  8n 
plans  tangents  de  H,  et  w  fois  à  chaque  face  du  tétraèdre.  Ces  nom- 
bres doivent  être  diuiinués,  le  premier  de  deux,  le  second  d'une  seule 
unité,  pour  chaque  point  commun  à  la  courbe  et  à  l'une  des  focales. 

4°  Enfin,  prenons  une  développable  de  classe  n,  A„.  Les  points  de 
contact  des  plans  tangents  de  cette  développable  forment,  en  géné- 
ral, une  courbe  d'ordre  3».  Cet  ordre  sera  diminué  d'une  unité  pour 
tout  ]Aan  tangent  commun  aux  développables  A„  et  H  déjà  considé- 
rées. C'est  ainsi  qu'à  un  cône  circonscrit  à  l'une  des  quadriques  cor- 
respond une  courbe  d'ordre  2,  la  courbe  de  contact  du  cône.  En 
général,  une  développable  circonscrite  à  l'une  des  quadriques  suivant 
une  courbe  d'ordre  p  est  de  classe  p  et  est  tangente  à  ap  plans  tan- 
gents de  n  ;  la  courbe  correspondante,  qui  est  précisément  ici  la 
courbe  de  contact  de  la  développable,  est  bien  de  l'ordre  indiqué  par 
la  formule. 

5"  Les  axes  des  plans  tangents  d'une  surface  quelconque  non  dé- 
veloppable forment  un  système  de  rayons  rectilignes,  dont  j'ai  dit 
quelques  mots  dans  un  travail  précédent  5  mais,  si  l'on  considère  une 
surface  développable,  les  axes  de  ses  plans  forment  une  surface  ré- 
glée K.  C'est  précisément  celle  que  nous  nous  proposons  d'étudier. 

Soit  donc  une  développable  ^„,  de  classe  n,  et  cherchons  l'ordre 
de  la  surface  réglée  formée  par  les  axes  des  plans  de  A„.  D'après  la 
réciprocité  entre  les  plans  et  les  axes,  les  axes  des  plans  tangents  à  la 
surface  réglée  K  seront  tangents  à  A„.  Cherchons  le  nombre  de 
plans  tangents  qu'on  peut  mener  à  K  par  une  droite.  Les  axes  de 
tous  les  plans  tangents  passant  par  une  droite  forment  un  parabo- 
loïde.  Nous  sommes  donc  conduits  à  résoudre  la  question  suivante  : 

Combien  y  a-t-il  de  génératrices,  d'un  même  système,  d'une  sur- 

(')  Nous  comptons  toujours  le  cercle  de  l'infini  au  nombre  des  focales. 
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face  réglée  du  second  ordre,  tangentes  à  une  surface  développable  ? 
En  d'autres  termes,  cornélien  y  a-t-il  de  plans  tangents  communs  à  A^ 
et  au  paraboloïde  ? 

Ce  nombre  est  évidemment  égal  à  2w;  mais,  comme  le  paraboloïde 
est  tangent  aux  quatre  faces  du  tétraèdre  conjugué,  si  la  surface  A„ 
est  tangente  a  fois  en  tout  à  ces  faces,  parmi  les  2n  plans  tangents  à 
la  fois  à  A„  et  au  paraboloïde,  il  y  en  aura  a  qui  seront  fixes  et  ne 
devront  pas  être  comptés.  On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

A  une  surface  développable  de  classe  n,  A„,  tangente  a  fois  en  tout 
aux  faces  du  tétraèdre  conjugué,  correspond  une  surface  réglée 
d'ordre  in  —  a,  formée  par  les  axes  des  plans  de  A„.  Cette  surface 
réglée  peut  aussi  être  considérée  comme  l'enveloppe  des  plans  dont 
les  axes  sont  tangents  à  A„. 

Les  surfaces  réglées  K,  que  nous  considérons,  se  distinguent  de 
toutes  les  autres  par  cette  propriété  qu'elles  sont  formées  d'axes, 
c'est-à-dire  de  droites  coupant  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  en 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant.  Récipro- 
quement, toute  surface  réglée  de  cette  nature  étant  donnée,  en  fai- 
sant correspondre  à  chaque  génératrice  le  pian  dont  elle  est  axe, 
l'enveloppe  de  ce  plan  sera  une  surface  développable  d'où  l'on  pourra 
déduire  la  surface  réglée.  Comme  il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de 
surfaces  homofocales  dont  les  mêmes  droites  sont  axes,  la  correspon- 
dance pourra  s'établir  au  moyen  de  plusieurs  surfaces  développables. 

On  pourrait,  du  reste,  définir  directement  les  surfaces  réglées  K 
de  la  manière  suivante,  qui  se  rapproche  de  la  définition  de  M.  de  la 
Gournerie . 

Par  chaque  point  P  de  l'espace  [x',  y\  2',  t')  on  peut  mener  un 
seul  rayon,  tel  que,  sur  ce  rayon,  les  rapports  anharmoniques  du 
point  A  et  des  4  points  où  le  rayon  rencontre  les  4  faces  du  té- 
traèdre soient  donnés.  Ce  rayon  est  défini  par  les  équations  suivantes  : 

a  —  V  -     h  —  V  c  —  V  cl  —  V 

qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  de  la  droite  en  fonction  de  la 
seule  variable  u.  Pour  avoir  le  point  A  et  les  4  points  dans  les  faces, 
il  faut  donner  à  m  les  5  valeurs  p,  a,  6,  c,  rf,  dont  les  rapports  anhar- 
moniques sont  bien  constants. 

x\lors  une  surface  réglée  L  pourra  être  considérée  comme  le  lieu 
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(les  axes  s'appuyant  sur  une  courbe  C„  et  coupés  par  cetti'  courbe  el 
par  les  4  faces  du  tétraèdre  en  5  points  dont  les  rapports  anbarmo- 
niques  soient  constants. 

Il  résulte  de  là  un  moyen  simple  de  former  l'équation  de  la  sur- 
face; car,  si  les  équations  de  la  courbe  sont 

f[x,  y,  z,  t)  =  o,    f,{x,  X,  z,  t)  =  o, 

celles  delà  surface  s'obtiendront  en  éliminant  w,  entre  les  deux  équa- 
tions 

Ax[a-K)       .r(6-K)         1 

'  \^     a  —  u  0  —  u  J 

/■[^^f^'' ■■]=»• 

Mais  nous  conserverons  la  définition  déjà  donni'O  par  le  système 
des  surfaces  homofocales. 

D'après  cette  définition,  la  surface  réglée  K  est  te  lieu  des  pôles  des 
plans  de  A„  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  homofocales.  De  là  ré- 
sulte la  propriété  fondamentale  de  la  surface  réglée  K,  sa  double 
génération. 

Car,  si  l'on  considère  les  pôles  des  plans  par  rapport  à  une  qua- 
drique  p,  ces  pôles  forment  une  courbe  C„,  polaire  réciproque  de 
A„.  Le  lieu  de  ces  courbes,  quand  on  prend  toutes  les  quadriques 
homofocales,  constitue  la  surface  réglée  K.  D'ailleurs,  d'après  un 
théorème  relatif  aux  surfaces  homofocales  et  dû  encore  à  M.  Chasles, 
on  sait  que  quatre  de  ces  courbes  divisent  les  génératrices  de  K  en 
quatre  points,  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 

Donc,  les  surfaces  réglées  K  peuvent  être  engendrées  par  des 
courbes  d'ordre  w,  lieu  des  points  formant  sur  chaque  génératrice, 
avec  les  quatre  points  où  celle-ci  est  coupée  par  les  quatre  faces  du 
tétraèdre,  des  divisions  homographiques. 

Les  sections  des  surfaces  réglées  par  chaque  plan  du  tétraèdre  se 
composent  :  i°  de  w  droites,  axes  des  plans  tangents  à  A„  menés  par 
le  sommet  opposé  -,  i'^  d'une  courbe  du  n'^'"^  ordre,  polaire  réciproque 
de  A„,  par  rapport  à  la  focale  (surface  infiniment  aplatie)  située 
dans  ce  plan. 

Non-seulement  les  courbes  C„,  tracées  sur  la  surface,  forment  des 
divisions  homographiques  sur  la  génératrice  5  mais  encore  ce  sont 
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des  figures  homograpliiques,  puisqu'elles  sont  les  polaires  réciproques 
d'une  même  développable. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'une  des  faces  du  tétraèdre  est  à  l'infini  et 
que,  par  un  point  de  l'espace,  on  mène  des  droites  parallèles  et 
égales  aux  segments  des  génératrices  compris  entre  deux  courbes  C„ 
ou  entre  deux  faces  du  tétraèdre,  les  extrémités  de  ces  segments  dé- 
crivent des  courbes  toujours  homothétiques  entre  elles  et  homogra- 
phiques  à  l'une  quelconque  des  courbes  C„  tracées  sur  la  surface  (*). 

Ainsi  s'expliquent  et  deviennent  intuitives  les  belles  propriétés 
signalées  par  IM.  de  la  Gournerie.  Pour  obtenir  toutes  les  surfaces 
étudiées  par  ce  géomètre  dans  son  remarquable  livre,  il  suffira  de 
prendre  pour  A„  toute  développable  tétraédrale  symétrique  détermi- 
née par  des  équations  de  la  forme 

A  m'  -h  B  n"  -I-  Cy9»  -+-î)q''  =  o, 
A' m" -}-...  =o; 

mais,  pour  fixer  les  idées,  nous  ne  parlerons,  dans  ce  qui  va  suivre, 
que  des  développables  de  4^  classe  D4  circonscrites  à  deux  surfaces 
du  2^  ordre,  et  des  surfaces  réglées  Kg  qui  leur  correspondent. 

Soit  donc  une  développable  D^,  circonscrite  à  deux  surfaces  quel- 
conques du  2"  ordre.  A  cette  développable,  tant  qu'elle  n'est  tan- 
gente à  aucune  des  faces  du  tétraèdre,  correspond  une  surface  réglée 
d'ordre  8,  qu'on  peut  aussi  considérer  comme  engendrée  par  les 
courbes  du  4^  ordre,  polaires  réciproques  de  D4  par  rapport  à 
chaque  quadriquc  liomofocale.  Elle  sera  coupée  par  chaque  face  (A) 
du  tétraèdre  opposée  au  sommet  A  :  1°  suivant  4  droites,  axes 
des  plans  de  D,,  passant  par  A;  2"  suivant  une  courbe  du  4^  ordre 
et  de  8®  classe  polaire  réciproque  de  la  développable  D^  par  rapport 
à  la  focale  qui  se  trouve  dans  la  face  (A). 


('■)  M.  Laguerre  a  signalé  un  cas  particulier  de  ce  théorème  {Nom-clles  Annales  de 
Mathématiques).  On  mène  les  normales  à  une  surface  du  second  ordre  en  tous  les 
points  d'une  section  plane,  et  l'on  prolonge  ces  noz-males  jusqu'à  un  plan  principal.  Si, 
par  un  point  de  l'espace,  on  mène  des  droites  parallèles  et  égales  aux  portions  de  nor- 
males considérées,  l'extrémité  de  ces  droites  forme  une  conique. 

En  effet,  la  surface  réglée  des  normales  en  tous  les  points  d'une  section  plane  ap- 
partient évidemment  à  la  classe  de  celles  que  nous  étudions.  Elle  peut  être  engendrée, 
soit  par  des  droites,  soit  par  des  coniques.  On  sait,  d'ailleurs,  qu'elle  a  été  étwdiée 
d'abord  par  M.  C.hasles,  qui  en  a  donné  los  piincipales  propriétés. 

:^o. 
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Comme  la  cléveloppablc  D^  dépend  des  lonctions  elliptiques,  il  en 
est  de  même  de  la  surface  K  ;  toutes  les  sections  planes  de  cette  sur- 
face seront  des  courbes  du  8^  ordre  à  20  points  doubles.  En  d'autres 
termes,  la  ligne  double  sera  du  20"  ordre,  elle  sera  coupre  en 
6  points  par  chaque  génératrice. 

Si  nous  supposons  que  la  développable  I);  ait  une  de  ses  coniques 
doubles  dans  l'une  des  faces  du  tétraèdre,  la  conique  polaire,  réci- 
proque de  cette  ligne  double,  par  rapport  h  la  focale  située  dans 
cette  face,  deviendra  une  ligne  double  de  la  surface  réglée  R.  Comme 
la  développable  D-,  peut  avoir  jusqu'à  4  coniques  doubles  dans  les 
faces  du  tétraèdre,  on  voit  que  la  surface  réglée  K  peut  avoir  pour 
lignes  doubles  i,  'i,  3  ou  4  coniques  situées  dans  les  plans  des  faces 
du  tétraèdre,  La  quadrhpinale  correspond  au  cas  de  4  coniques 
doubles,  celui  où  la  développable  D4  est  conjuguée  au  même  tétraèdre 
que  les  quadriques  homofocales.  Il  résulte  de  là  les  théorèmes  sui- 
vants : 

c(  La  quadrispinale  est  le  lieu  des  courbes  polaires  réciproques 
d'une  développable  D4,  par  rapport  aux  quadriques  inscrites  dans 
mie  autre  développable  conjuguée  au  même  tétraèdre  que  la  pre- 
mière. 

»  Elle  a  4  coniques  doubles,  polaires  réciproques  des  lignes 
doubles  de  D4,  par  rapport  aux  coniques  infiniment  aplaties  Liisant 
partie  du  système  des  surfaces  homofocales.    » 

Soit 

,  ,  V     •»^'  -^^  r'  -z'  /' 

(,)  % — -  +  7- \ ^~ =0 

^a  'I'  —  p        'i  —  p        (>  —  p       (-'  —  p        '/  —  p 

l'équation  des   surfaces  inscrites  dans  une  même  développable  on 
homofocales.  Soient 

j  Am-  -4-  Bn-  -f-  Cp"-  +  Dç=  =  o, 

^'^'  }  A'm'-hB'rr-^CjP-hJ)'q'=o 

les  équations  de  la  développable  D4.  Le  pôle  du  plan  (ww/)^),  par 
rapport  à  la  quadrique  (5),  est  donné  par  les  formules 

(3)  lx  =  ni{a  —  p),     \r=^n{b  —  p), 

Ce  pôle  devra  donc  satisfaire  aux  deux  équations 
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qui  rcpicsentent  la  courbe  polaiix'  réciproque  de  D4,  par  rapport  à  la 
surface  (0).  Le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre  ces  équations 
sera  l'équation  de  la  quadrispinale.  L'équation  obtenue  ainsi  doit 
être  du  16"  ordre  et  elle  se  réduira  au  8*^  après  la  suppression  du 
lacteur  x^y'z^t-  qu'elle  doit  évidemment  contenir. 

Au  lieu  de  chercher  l'équation  de  la  surface,  on  peut  exprimer 
lés  coordonnées  d'un  de  ses  points,  en  fonction  de  deux  paramètres. 
Les  formules  (2)  étant  linéaires  conduisent  sans  peine  à  des  ex- 
pressions de  m,  «,  />,  q  en  fonction  d'un  paramètre  variable  pi  de  la 

forme  suivante 

/  m==K(p,  —  a), 

n^  =  K'(p.-;i), 
'    ^  ^  />'  =  K"(p,-y), 


(    ^^  =  K"'(p.-ô); 
d'où  l'on  déduit  pour  x,  y,  c,  f,  en  vertu  des  formules  (H\ 

Ix  =  K ( p  —  a)  vp.  —  a. , 
Xj=k'(p-6)s/^r=^, 


i^) 


X2  =  K"(p  — c)v'pi  —  y: 


lt  =  K"'{p-d)iJp,-  d. 


Les  lignes  pi  =  const.  sont  les  droites,  les  courbes  p  =  const.  sont 
les  courbes  du  4*^  ordre.  Dans  le  cas  où  l'une  des  faces  du  tétraèdre 
est  rejetée  à  l'infini  et  où  l'on  a  des  surfaces  homofocales,  ces  for- 
mules prennent  la  forme  plus  simple 


(  X  =  K  (p  —a)  v/p>  —  X; 


7)  \  Y==K'(p-6)vp.-[3, 


Z  =K"(p-c-)  s/'p.  —  V' 
On  déduit  de  ces  formules 


V  —  — 

^  dp  dpi 


=  lK'{p-a}. 


Donc,  pour  une  valeur  de  ^o,  le  premier  membre  sera  nul,  et  la 
courbe  du  4^  ordre,  correspondant  à  la  valeur  p,  annulant  le  second 
membre  de  l'équation  (8),  sera  perpendiculaire  à  toutes  les  géné- 
ratrices. Cette  belle  proposition  est  due  à  jM.  de  la  Gournerie. 
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Nous  allons  démontrer,  dans  la  suite,  une  propriété  équivalente  à 
celle-ci. 

Mais  auparavant  nous  devons  faire  remarquer  que  les  formules  (  6  ) 
conduisent  sans  peine  à  la  détermination  de  la  courbe  double  de  la 
surface.  En  etl'et,  tout  point  appartiendra  à  la  courbe  double  quand 
il  sera  donné  par  deux  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  p^.  Soient  p, 
flj,  p',  p\  ces  deux  valeurs.  On  devra  avoir 

K=  (p-_  «)>(p,_  a)  =  ^KMp'- «)Mp'.- «). 
K'Hp-ft)^(p.-(3)  =  ^K'=(p'-6)  (p'-(3),    ■ 

et  les  équations  analogues.  Eliminons /iz,  pi,  p\ .  Nous  serons  conduits 
à  la  relation  suivante  entre  p  et  p\ 

{p-a)\     {p-aya,     (p'-a)S     {p'-ayac] 
(p-6)%     (p-6)^(3,     W-by,     (p'-6)^(3  '  =o. 


Après  la  suppression  du  facteur  [p  —  p'Y  cette  équation  prend  la 
forme 

Ap'p'-  +  Bpp'  (p  -hp'  )  -+-  C(p^  +  p'^)  +  Dpp'  +  E(p  +  p' )  +  F  =  o. 

C'est  l'intégrale  de  l'équation  d'Euler  relative  aux  fonctions  ellip- 
tiques. On  pourra  donc  exprimer  p,  p'  par  des  fonctions  elliptiques, 
et  par  suite  pi,  p', .  Donc  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
double  seront  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  variable. 
Dans  quelques  cas  particuliers,  les  fonctions  elliptiques  seront  rem- 
placées par  des  fonctions  circulaires. 

Revenons  à  la  surface  réglée.  Si  l'on  prend  au  lieu  du  système  de 
surfaces  homofocales  (i)  le  suivant 

^^'  a  —  p       b  —  p       c  —  p       a  —  p 

Cette  équation  représente  encore  des  surfaces  liomofocales,  si  le 
plan  t  =  o  est  le  plan  de  l'infini.  Car  les  équations  de  la  focale  située 
dans  ce  plan 

i   i  =  o, 
(lo)  •  \      x^       ,       r^  z'     _ 

[a  —  d       b  ~  d       c  —  d 
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sont  indépendantes  de  h.  Si  avec  les  surfaces  (9)  on  prend  la  déve- 
loppa ble 


•>) 


'  I) 

l  A  m'  -+-  B  n^  -h  C  p-  -h  j-^  q-  =  o, 

i  D' 


les  équations  (4)  restent  les  mêmes,  et,  par  suite,  on  obtient  la 
même  quadrispinale.  L'équation  des  surfaces  inscrites  dans  la  déve- 
loppable  (11)  est  évidemment 

,  '  x^  r'  2*  /i'^' 

(12) 


>A-{-|uA'       ^B-i-//B'       IC-^iiC       /D-(-|uD' 

Cherchons  si  l'une  de  ces  surfaces  peut  faire  partie  du  système  des 
quadriques  (9).  Les  équations  d'identification  sont 

XA  -I-  uA'  z=i  a—  0, 

}.B  +  aB'  =  6  — p, 

«3)  l 

ÀC  -{-  f/C  =  c  —  p, 

XD  +  uD'  =  /j(f/-p). 

Les  trois  premières  donnent  A,  ^^  p  \  la  troisième  h.  Donc  on  peut 
toujours  supposer,  dans  le  mode  de  génération  adopté,  que  la  déve- 
loppable  D4  soit  circonscrite  à  une  des  surfaces  homofocales,  et  par 
suite,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  quadrispinale  à  trois  plans  de  symétrie  est  formée  par  les  normales 
à  une  surface  du  2'  ordre  en  tous  les  points  d'une  courbe  du  4"  ordre, 
ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie  que  la  surface. 

Si  les  équations  (i3)  sont  indéterminées,  ce  mode  de  génération 
peut  même  être  réalisé  d'une  infinité  de  manières,  ce  qui  est  con- 
forme aux  résultats  obtenus  par  M.  de  la  Gournerie  (*). 

Occupons-nous  maintenant  des  plans  tangents  doubles  de  la  qua- 
drispinale. 

La  quadrispinale  étant  l'enveloppe  des  plans  dont  les  axes  sont 
tangents  à  D4,  les  plans  tangents  doubles  devront  avoir  pour  axes  des 
tangentes  doubles  de  D4.  On  sait  d'ailleurs  que  les  tangentes  doubles 

(')  Recherches  ciiétii,,  p.  lo^. 
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de  D4  sont  les  génératrices  rectilignes  des  surfaces  du  2"  ordre 
inscrites  dans  D4.  Nous  sommes  donc  conduits  à  la  question  sui- 
vante : 

Étant  données  les  surfaces  du  2"  ordre 


i4) 


2j  a  -4-  >.A'  ""  ^' 


rechercher  celles  de  leurs  génératrices  qui  sont  des  axes. 
L'axe  du  plan 

mx  ■+-  ny  -\-  pz  -i-  qt  =  o 

sera  donné  par  les  formules  suivantes  : 

},x  =  m  [a  —  p), 


où  p  est  une  variable  donnant  tous  les  points  de  l'axe.  Si  cette  droite 
est  une  génératrice  de  la  surface  (i4):  l'équation 

devra  être  satisfaite,  quelle  que  soit  p,  ce  qui  donne  les  équations  : 

K(B-+-}iB') 


,       K(A  +  ^A') 


(i5) 

où  l'on  a 


P'  = 


K(C  +  >.c'; 


fie) 


,    r  = 


f'ib) 
f'{d)       ' 


f[x)^={x  —  a){x  —  b){x —  c){x  —  d). 
En  éliminant  K  et  X,  on  trouve 


(16) 


m^f'[a),     n^f'ib),    p'f'{c),     q^f'id] 
A,  B,  C,  D 

A',  B',  C,  D' 


Ces  équations,  linéaires  par  rapport  aux  carrés  des  coordonnées 
tangentielles  m,  »i,  ^,  5^,  conviennent  à  une  développable  D'^.  Nous 
sommes  donc  conduits  aux  théorèmes  suivants  : 

Les  plans  famjenls  doubles  d'une  quadrispinale  Q  enveloppent  une 
développable  de  la  qnalrième  dusse. 
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Leurs  axes  forment  donc  une  quadrispinale  Q',  c'est-à-dire  : 

Une  quadrifipinale  peut  être  définie  :  le  lieu  de  celles  des  génératrices 
rectilignes  des  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  une  même  déve- 
loppable,  c'est-à-dire  qui  rencontrent  les  4  faces  du  tétraèdre  conjugué 
commun  en  4  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 

Voilà  donc  une  nouvelle  définition  (*). 

On  a  de  plus  une  relation  de  réciprocité  entre  les  quadrispi- 
nales  Q,  Q'.  Car  Q'  étant  le  lieu  des  axes  des  plans  tangents  doubles 
de  Q,  les  plans  tangents  doulîles  de  Q'  seront  les  mêmes  que  ceux 
de  Di,  et  auront  pour  axes  les  génératrices  de  Q.  Chacune  des 
quadrispinales  est  donc  le  lieu  des  axes  des  plans  tangents  doubles 
de  l'autre,  et,  par  conséquent,  Q  et  Q'  ont  les  mêmes  propriétés.  Les 
génératrices  de  Q,  comme  celles  de  Q',  se  groupent  par  8,  qui  appar- 
tiennent à  un  même  hyperboloïde.  Tous  les  liyperboloïdes  ainsi  ob- 
tenus sont  inscrits  dans  une  développable  D'^,  et  l'on  prend  pour  for- 
mer la  quadrispinale  sur  chaque  hyperboloïde  celles  de  ses  généra- 
trices qui  sont  des  axes.  Ces  hyperboloïdes  sont  ceux  que  M.  de  la 
Gournerie  a  appelés  associés. 

La  méthode  que  j'ai  suivie  parait  digne  d'intérêt,  surtout  parce 
qu'elle  rattache  les  surfaces  de  M.  de  la  Gournerie  à  des  surfaces 
plus  générales  du  8*^  ordre.  En  particulier,  la  surface  réglée  du 
8*  ordre  sans  conique  double  se  rencontre,  comme  je  le  montrerai, 
dans  un  grand  nombre  de  recherches,  et  surtout  elle  joue  un  rôle 
important  dans  la  théorie  des  surfaces  du  3^  ordre  et  du  4*^  ordre  à 
conique  double. 

Toutes  les  surfaces  indiquées  dans  cette  jNote  se  distinguent  des 
autres  surfaces  réglées  par  la  propriété  suivante.  Les  coordonnées 
d'un  de  leurs  points  s'expriment  par  les  formules 

ix  =  {a~p)l\,,     y=z{b  —  p)S,, 
'^  \   2=(c-p)T,,      t={d~p)U,, 

où  Ri ,  Si ,  Ti ,  Ui  sont  des  fonctions  d'un  autre  paramètre.  Pour  les 
surfaces  tétraédrales  symétriques,  ces  fonctions  sont  des  puissances 


(')  La  proposition  réciproque  serait  la  suivante  :  La  quadricuspinale  esc  engendrée 
par  les  sécantes  doubles  d'une  courbe  gauche  du  4*  ordre,  qui  coupent  les  faces  du  té- 
traèdre conjugué  à  cette  courbe  en  4  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 


3i4  BULLETIN  DES  SCIENCES 

de  mènic  exposant  d'une  fonction  linéaire  de  p.  Des  Ibiniules  toutes 
semblables  peuvent  être  données  pour  les  coordonnées  langentielles 
d'un  de  leurs  plans  tangents. 

En  eiFet,    si  dans  les  équations   (17)  on  fait  varier  p,  on  a  une 
droite.  Les  coeilîcients  de  tout  plan 

mx  H-  nr  -\-  pz  -h  qt  =  o 

contenant  cette  droite  doivent  satisfaire  aux  deux  équations 


\  maR,  =  0,     \    m  R,  =  o, 


d'où  l'on  déduit,  pour  les  coordonnées  m,   n,  p,  q   du  plan  tangent 
des  expressions  de  la  forme 

mR,  =:  a  -i-  (3  M,     nS,  =  a'  4-  p'  u, 
;>  T,  =  a"  -f-  (3"  M,     ^  U,  =r  a'"  -+-  [3'"  u, 

où  u  est  une  nouvelle  variable. 

Ainsi,  pour  la  quadrispinale,  on  trouve 


\/a  — p. 


et  les  formules  analogues. 


Ces  faits  sont  d'ailleurs  évidents  géométriquement^  car  les  sur- 
faces réglées  formées  d'axes  ne  peuvent  avoir  pour  réciproques  que 
des  surfaces  formées  aussi  avec  des  axes  (  M . 


SUR  LlJiE  NOUVELLE  METHODE  POL'R  L'ETUDE  DES  COURBES  TRACEES 
SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES. 

Le  premier  INlémoire  de  IM.  Clebsch,  traitant  de  la  représentation 
des  surfaces  sur  un  plan  double,  a  été  inséré  dans  les  Mémoires  de 


(')  Je  dois  signaler,  en  terminant,  une  remarquable  ISole  de  M.  Lie,  dans  les  Nach- 
richten  de  l'Université  de  Gœttingue,  où  se  trouvent  d'importantes  propositions  sur  les 
courbes  et  les  surfaces  tétraédrales  les  plus  générales,  propositions  qui  seront  analysées 
à  leur  place  dans  le  Bulletin. 
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la  Société  de  Gœttingue,  t.  XV'  (').  Les  études  générales  de  l'auteur, 
dont  nous  avons  rendu  compte,  permettaient  de  prévoir  que  toute 
surface  du  5^  ordre  ayant  luic  ligne  doulsle  du  4^  ordre  peut  être 
représentée  sur  un  plan  simple  (c'est-à-dire  de  manière  qu'à  un 
point  du  plan  corresponde  un  seul  point  de  la  surface).  Mais  pour 
obtenir  la  représentation  la  plus  simple  de  la  surface,  il  était  indis- 
pensable de  commencer  par  établir  l'existence  de  certaines  coniques, 
en  nombre  limité  et  ne  formant  pas  une  série,  qui  se  trouvent  sur  la 
surface.  M.  Clebscli  montre  que  les  difficultés  que  présente  la  re- 
cherche de  ces  coniques  peuvent  être  facilement  surmontées,  quand 
on  commence  par  l'echercher  (ce  qui  n'oifre  aucune  difficulté)  la  re- 
présentation de  la  surface  sur  un  plan  double.  Disons  d'abord 
quelques  mots  de  la  génération  et  des  propriétés  de  cette  surface. 
On  reconnaît,  d'abord,  que  la  courbe  double  du  4®  ordre  ne  peut 
être  que  de  la  première  espèce;  car  toute  courbe  double  du  4*^  ordre 
et  de  deuxième  espèce  possédant  une  infinité  de  cordes  qui  la  coupent 
en  trois  points  et  qui  forment  un  hyperboloïde,  ces  cordes  coupant 
la  surface  en  trois  points  doubles  en  feraient  partie  tout  entières, 
et  la  surface  du  5®  ordre  se  décomposerait  en  un  hyperboloïde  et 
une  surface  du  3*^  ordre.  On  trouve  facilement  l'équation  de  la  sur- 
face ;  elle  peut  s'écrire  : 

(i)  Co^  —  2Bcpt|> -f- A^*' =  o, 

où  A,  B,  C  désignent  des  fonctions  linéaires,  <p,  'h  des  fonctions  du 
second  degré  des  coordonnées.  D'après  cela,  la  surface  est  le  lieu 
des  coniques  qui  sont  déterminées  par  les  plans 

A  -)-2>.B-^/.'C  =  o 
et  les  surfaces 

qj  H-  Xd*  =  O. 

Les  plans  des  coniques  enveloppent  le  cône 

AC  — B^=:o 
dont  le  sommet  défini  par  les  équations 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o 


(')  Clebscu  (a.),    Ueber  die  Ahbildung  eiiier   Classe   von  Fl'àchen  5   Ordnung.   Gôt- 
lingen,  in  der  Dielerichschen  Biichhandlung,  1870.  Ce  Mémoire  se  vend  séparément. 
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se  trouve  é\  ideinnieiit  sui'  la  siirtace.  Ce  point  est  d'ailleurs  très- 
remarquable.  Toute  droite  qui  le  eontieut  eoupe  la  surfaee  eu  quatre 
autres  points,  qui  se  décomposent  en  deux  groupes  déterminés  eiia- 
cun  par  une  équation  du  second  degré.  Le  lieu  des  polaires  de  ce 
point,  par  rapport  à  chaque  conique,  forme  une  surface  réglée  du 
4'^  ordre,  ayant  une  coui"be  double  du  3"  ordre.  Le  cône  enveloppe 
des  plans  des  coniques  est  tangent  doublement  à  la  surface.  Mais  il 
y  a  un  autre  cône  du  6^  ordi-e,  enveloppe  des  plans  tangents  simples 
de  la  surfaee,  et  ayant  son  sommet  au  même  point  que  le  cône  des 
plans  tangents  doubles.  Si  l'on  projette  la  surface  du  sommet  com- 
mun de  ces  deux  cônes,  on  obtient  la  représentation  annoncée,  et  la 
courbe  de  passage  est  l'intersedion  du  cône  tangent  simple  par  le 
plan  de  projection.  Les  formules  de  représentation  sont  de  la  forme 

/  H-  u 
px  =  /  a  W,      PX= ~  W,      p^  =  W, 


p;  =  - V-f-v/V--  uw, 

où  D,  V,  W  désignent  des  fonctions  du  4"-)  du  3*^,  du  i*^*"  degré  d'une 
forme  particulière  d(;s  coordonnées  /.,  fx  d'un  point  du  plan.  La  courbe 

Il  =  V^  -  UW  =  o 

est  la  courbe  de  passage.  Elle  est  du  6*^  degré,  contient  A  a  la  4''l>uis- 
sance  et  u  à  la  2*^.  Eïi  d'autres  termes,  elle  a  un  point  double  et  un 
point  quadruple.  ]NL  Clebsch  montre  que  ces  propriétés  suffisent  à  la 
définir  et  qu'elle  est  la  courbe  la  plus  générale  satisfaisant  aux  con- 
ditions que  nous  venons  d'énoncer. 

Ces  propriétés  la  rangent  d'ailleurs  dans  la  classe  des  courbes 
hypei'elliptiques  dont  le  geni-e  est  3,  et  si  l'on  désigne  par  M,,  «2,  «3 
les  trois  intégrales  de  première  espèce  correspondant  à  chaque  point 
de  la  courbe,  on  aura,  d'après  le  théorème  d'Abel  présenté  sous  la 
forme  que  lui  ont  donnée  Riemann  et  M.  Clebsch  {Journal  de  Bor- 
chardt,  t.  LXIII,  p.  197), 

2i«,  =  o,     ^«2=0,     21^3  =  0, 

les  intégrales  étant  prises  avec  des  limites  inférieures  convenables, 
les  sommes  s'étendant  à  tous  les  points  d'intersection  de  la  courbe  R 
avec  une  courbe   algébrique  donnée.   N'oublions  pas  que  les  inté- 
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yrales  ne  sont  (Jétcrminôcs  qu'à  des  niulliplos  près  des  six  inodulos 
do  périodicité.  Cela  posé,  pour  toute  conique  passant  par  les  deux 
])oints  multiples,  on  aura,  comme  le  démontre  M.  Clcbsch, 


u      =0, 


la  somme  s'étendant  aux  six  points  où  la  conique  vient  couper  la 
courbe  (en  laissant  de  côté  les  deux  points  multiples),  et  si  la  conique 
doit  être  tangente  en  deux  points,  les  intégrales  précédentes  sont 
égales  deux  à  deux,  et  l'on  a,  pour  les  trois  points  de  contact, 

où  les  Q,  indiquent  un  système  de  périodes. 

Comme  les  quantités  Q,  contiennent  six  nombres  entiers,  on  aura 
9.^  =  64,  équations  distinctes,  et,  par  conséquent,  64  coniques.  Ces 
coniques  se  détermineront  donc  par  une  équation  du  y"  degré,  celle 
dont  dépend  la  bissection  des  fonctions  liyperelliptiques  de  genre 
p=:3,  et  l'on  aura  ensuite  à  résoudre  plusieurs  équations  du  2*" degré. 

L'auteur  démontre  maintenant  que  ces  coniques  sont  chacune  la 
pi'ojection  de  deux  courbes  de  la  surface  :  i"  d'une  conique;  fî"  d'une 
courbe  du  3*^  ordre.  On  voit  donc  que  la  surface  contient  64  coniques 
isolées,  et  l'existence  de  telles  coniques  une  fois  établie,  on  peut 
représenter  la  surface  sur  un  plan  simple  de  la  manière  suivante  : 

La  série  de  coniques  qui  engendre  la  surface  coupe  l'une  quel- 
conque des  coniques  isolées  que  nous  appellerons  C  en  un  seul  point. 
Or,  dès  qu'on  connait  un  point  d'une  conique,  toutes  les  autres  peu- 
vent s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'iui  paramètre.  On 
pourra  donc  exprimer  rationnellement  les  coordonnées  de  la  sur- 
face en  fonction  :  1°  d'un  paramètre  fixant  la  position  du  plan  de 
chaque  conique;  2°  et  d'un  autre  paramètre  déterminant  un  point 
sur  cette  conique.  Mais  nous  renvoyons  à  l'important  Mémoire  de 
M.  Clebsch,  qui  contient  bien  des  questions  dont  nous  ne  pouvons 
guère  donner  une  idée  ici  :  représentation  de  la  courbe  double,  des 
coniques,  etc.,  etc.  Bornons-nous  à  dire  que,  dans  la  représentation 
du  degré  le  moins  élevé  sur  un  plan  simple,  les  sections  planes  de  la 
surface    sont    représentées    par    des    courbes   du   4*^   ordre,    ayant 
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en  commun  un  point  double  et  sept  points  simples.  Notre  seul  but 
était  d'indiquer  ici  le  point  essentiel  du  Mémoire,  la  relation  entre 
toutes  les  équations  déterminant  des  éléments  géométriques  remar- 
quables d'une  surface,  et  celles  qui  se  rapportent  à  la  bissection  des 
fonctions  hyperelliptiques  et  abéliennes. 

M.  Clebsch  a  publié  un  second  Mémoire  sur  le  même  sujet  dans  les 
Mothematische  Annalen.  Ce  Mémoire  a  pour  titre  :  IJeher  den  Zusam- 
menhang  einer  Klasse  von  Fl'àchen-Ahbildungen  mit  der  Ziceilheilung  der 
Abel'schen  Funclionen  (*).  L'auteur  n'y  considère  que  les  surfaces  qui 
peuvent  être  représentées  à  la  fois  sur  un  plan  simple  et  sur  un  plan 
double.  Alors,  soient  P  le  plan  simple,  Q  le  plan  double.  A  tout 
point  du  plan  double  correspond  un  seul  point  du  plan  simple^  mais 
la  réciproque  n'est  pas  vraie.  A  un  point  du  plan  P  correspondent 
deux    points   du  plan  Q,  un  dans   chaque    feuillet.    On   est  donc 
conduit,  en  définitive,  à  éliminer  la  surface  représentée  et  à  consi- 
dérer des  modes  de  transformation  des  figures  planes,  dans  lesquels, 
à  un  point  de  l'une  des  figures  (Q)  correspondent  deux  points  de 
l'autre  figure  (Q).  Pour  certains  points  de  l'une  des  figures  (P),  les 
deux  points  de  l'autre  se  confondent.  L'ensemble  de  ces  points  con- 
fondus constitue  la  courbe  de  passage.  Cela  posé,  on  pourrait  se  pro- 
poser la  question  de  la  manière  suivante  :  Trouver  tous  les  modes  de 
transformation  plane  dans  lesquels,  à  un  point  de  l'une  des  figures, 
correspond  un  point  de  l'autre.  On  reconnaît  ainsi  bien  facilement 
que  la  question  se  réduit  à  trouver  un  réseau  linéaire  de  courbes, 
tel  que  deux  courbes  appartenant  à  un  même  réseau  se  coupent  en 
un  certain  nombre  de  points  fixes  contribuant  à  la  définition  du  ré- 
seau et  en  deux  points  variables.  On  reconnaît  encore  facilement 
que  ces  courbes  doivent  être  ou  rationnelles,  ou  elliptiques,  à  moins 
que  les  points  par  lesquels  passent  toutes  les  courbes  n'appartiennent, 
en  totalité  ou  en  partie,  à  ce  qu'on  appelle  des  systèmes  complets  de 
points  d'intersection.  11  serait  possible  de  dresser  des  tables  de  ces 
réseaux  pour  les  diîïérents  ordres,  analogues  à  celles  que  MM.  Cre- 
mona  et  Caylcy  ont  obtenues  pour  les  transformations  bi-rationnelles. 
L'analogie  paraît  même  indiquer  que  le  nombre  de  tels  réseaux,  ne 
se  ramenant  pas  les  uns  aux  autres  par  des  transformations  linéaires, 
est  limité,  etc.  Ce  n'est  pas  ainsi  que  M.  Clebsch  pose  la  question. 


(')  Matliemntisclie  Annalen,  t.  III,  p.  !\'. 
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Il  suppose,  comme  cela  a  lieu  pour  les  exemples  à  traiter,  que  l'on 
connaisse  la  courbe  de  passage  D,  sur  le  plan  de  la  représentation 
double.  Alors  les  sections  planes  de  la  surface  se  projettent  ou  se 
représentent  par  des  courbes  K  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 
elles  passent  par  certains  points  fixes  de  fi,  et  sont  assujetties  à  être 
tangentes  en  des  points  variables  se  déplaçant  sur  0.  Or  M.  Clebsch 
a  déjà  montré  [Journal  de  Borchardt,  t.  LXIII)  que  la  résolution  al- 
gébrique de  pareils  problèmes  a  les  rapports  les  plus  intimes  avec  la 
bissection  des  fonctions  abéliennes  dont  dépend  la  courbe  Q.\  mais 
nous  renverrons,  pour  les  énoncés  précis ,  au  travail  de  M.  Clebscli. 
La  suite  du  Mémoire  est  consacrée  à  des  applications.  Lajnarche 
suivie  par  l'auteur    est  plutôt    synthétique  qu'analytique.    On   se 
donne  une  courbe  de  passage,  et,  sans  examiner  d'une  manière  gé- 
nérale si  toute  courbe  de  passage  peut  conduire  à  un  mode  de  trans- 
formation de  l'espèce  déjà  indiquée,  on  la  choisit  parmi  celles  qui 
conviennent  à  certaines  surfaces  et  qui  doivent  donner  une  solution 
connue  à  l'avance.  C'est  ainsi  qu'avec  une  conique  pour  courbe  de 
passage  M.  Clebsch  retrouve  l'application  sur  un  plan  double  d'une 
surface  du  2*^  ordre.  Avec  une  courbe  du  4^  ordre,  on  obtient  l'ap- 
plication sur  le  plan  doidDle  de  la  surface  générale  du  3^  ordre  et  de 
la  surface  du  4^  ordre  à  conique  double,  etc.  Ces  deux  dernières  re- 
présentations s'effectuent  en  projetant  :   i"  la  surface  du  3^  ordre 
d'un  point  arbitraire  de  la  surface;  2°  la  surface  du  4®  ordre,  à  co- 
nique double,  d'un  point  arbitraire  pris  sur  cette  ligne.  Signalons  en- 
core l'étude  importante  des  surfaces  du  4^  ordre  à  droite  double  et  des 
surfaces  du  5*^  ordre  déjà  traitées  dans  le  Mémoire  précédent,  ce  qui 
dispense  l'auteur  d'y  insister.  Enfin,  M.  Clebsch  indique,  dans  une 
Note  au  bas  de  la  page,  une  catégorie  nouvelle  de  surfaces,  les  sur- 
faces du  5^  ordre  à  ligne  double  du  5^  ordre,  qui,  elles  aussi,  sont 
susceptibles  d'une  représentation  sur  un  plan  double,  qui  ont  un 
point  triple  et  qui  contiennent  10  droites.  C'est  à  cette  classe  qu'ap- 
partient, comme  exemple  spécial,  la  surface  particulière  du  5^  oi'dre 
traitée  dans  notre  Mémoire  de  février.  G.  D. 

[A  suivre.  ) 
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der  maand  Junij   1870.  Gr.-8°    20  bl.  Aldaar.  20  c. 

Klepert  (U.).  — De  curvis  quarum  arcus  integralibus  ellipticis  primi 
generis  exprimuntur.  Dissertatio.  4"-  Neisse,  Graveur.        j  Tlilr. 

Klein  (H.-J.) . —  Entwickelungsgeschichte  des  Kosmos.  Gr.  8**.  Braun- 
schwtig,  Vievveg  &  Solm.  i  Tlilr. 

Klein  (H.-J.). —  Handbuch  der  allgemeinen  Himmelsbesclireibung. 
2.  Aufl.  Gr.  8°.  Ebendaselbst.  2  Tblr. 

Klette  (R.).  —  Das  perspectivisclie  Zeicbnen.  2.  Aufl.  Gr.  8°.  Braun- 
schweig.  7  Tlilr. 

Kiinkerfues  (W.).  —  Tlieoretisclie  Astronomie,  i.  Abtheilung.  Gr. 
8°.  Braunscliweig,  Vieweg  &  Sohn.  i  y  Thlr. 

Kbnig  (J.).  —  Zur  Théorie  der  Modulargleicliungen  der  elliptisclieu 
Functionen.  Gr.  8".  Heidelberg,  C.  Winter.  6  iNgr. 

Lejcune-Dirichlet  (P. -G.).  —  Vorlesungen  ûber  die  Zalilentheorie. 
Herausgegeben  von  R.  Dedekind.  2.  Aufl.  i.  Abth.  Gr.  8°.  Braun- 
scliweig, Vieweg  &.  Sohn.  t  Thlr. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

\ lERTELJAHRSSCHRIFT  der  Astromomischen  Gesellschaft  (*). 

5'  année,  IP  cahier,  avril  1870. 

BuuHNs,  — r  Zusammenstellung  der  Planeten  und  Cometen.  Entdck- 
ungen  im  Jahre  1869. 

Dans  l'année  1869,  deux  planètes  ont  été  découvertes,  (m)  Hecuba, 
par  Luther,  à  Bilk,  et  (Jw)  Félicité,  par  C.  Peters,  à  Clinton. 

Trois  comètes  ont  été  visibles  durant  cette  même  année  j  la  pre- 
mière est  la  comète  périodique  de  Winnecke,  qui  a  passé  à  son  péri- 
hélie seulement  quatre  jours  avant  l'époque  calculée,  résultat  très- 
satisfaisant,  attendu  que  l'orbite  résultait  de  trois  mois  et  demi  d'ob- 
servations faites  à  onze  années  d'intervalle. 

M.  Oppolzer  a  calculé  les  éléments  de  cette  comète  pour  cette  der- 
nière réapparition  j  M.  Wolf,  à  Paris,  a  examiné  le  spectre  delà  co- 
mète. 

Argelander.  —  Beobachtungen  und  Rechnungen  uber  verànderliche 
Sterne. 

On  présentera  l'analyse  de  ce  travail  en  même  temps  que  celle 
d'un  autre  du  même  auteur,  dans  un  prochain  numéro  du  Bulletin. 

Gyldén  (H.).  —  Untersuchungen  ûber  die  Constitution  der  Atmo- 
sphàre,  und  die  Strahlenbrechung .  —  Er.<ite  Abhandlung.  —  Mémoires 
de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  y^  série, 
t.  X. 

Ce  Mémoire  a  été  analysé  dans  le  Recueil  de  la  Société  astrono- 
mique en  1 867  ;  l'importance  du  travail  nous  a  engagé  à  lire  les  deux 
Mémoires  de  l'auteur  sur  le  même  sujet,  et  à  en  rendre  compte  direc- 
tement. 

La  température  et,  par  suite,  la  densité  de  l'air  en  un  point  quel- 
conque de  l'atmosphère  sont  des  fonctions  de  la  hauteur  du  point 
considéré  et  du  temps  5  si  l'on  connaissait  la  première  de  ces  fonc- 
tions, on  en  déduirait  la  seconde,  et  en  la  portant  dans  la  formule 

(')  Voir  Bulletin,  t.  II.  p.  289. 
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connue  de  la  réfraction  asti'onomique,  on  n'aurait  plus  à  ellectuer 
qu'un  travail  analytique. 

La  forme  exacte  de  cette  fonction  étant  inconnue,  on  est  réduit  à 
construire  une  formule  empirique  vérifiant  les  observations  connues. 
Les  considérations  suivantes  facilitent  cette  recherche. 

Bien  qu'il  soit  difficile  de  trouver  la  loi  exacte  de  la  diminution  de 
la  température  pour  les  hauteurs  qui  nous  sont  accessibles,  en  raison 
des  nombreuses  causes  perturbatrices,  deux  points  sont  néanmoins 
hors  de  doute  :  à  la  surface  de  la  Terre,  dans  les  zones  tempérées,  il 
faut  s'élever  d'environ  iio  à  120  toises  pour  que  la  température 
s'abaisse  d'un  degré  R.  5  en  second  lieu,  cette  diminution  de  la  tem- 
pérature se  ralentit  à  mesure  qu'on  s'élève.  On  est  donc  conduit  à  la 

formule 

I  ■+•  mt 

dans  laquelle  m  est  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air,  t  la  tempéra- 
ture à  la  hauteur  A,  ^o  la  température  à  la  surface,  r  :=:  a  -\-  h^a  étant 

le  rayon  de  la  terre,  .s  =  — ;  |3,  7,...,  sont  des  quantités  indépen- 
dantes de  s. 

11  pourra  se  faire  que,  pour  des  valeurs  assez  grandes  de  s,  le  se- 
condmembre  delà  formule  précédente  cesse  de  décroitre,  sans  qu'il  en 
résulte  aucun  inconvénient,  pourvu  que  la  hauteur  correspondante 
soit  plus  grande  que  la  limite  supérieure  reconnue  à  l'atmosphère,  et 
que  la  densité  de  l'air  déduite  de  la  formule  pour  cette  hauteur  soit 
extrêmement  petite. 

M.  Gyldén  n'a  égard  qu'aux  variations  périodiques  de  la  tempéra- 
ture, celles  dont  la  période  est  un  an  ou  un  jour^  il  considère  j3, 
y,..  .  comme  des  fonctions  du  temps,  pour  représenter  la  péiùode 
annuelle,  et  tient  compte  des  variations  diurnes  en  ajoutant  à  la  for- 
mule un  terme  qui  s'annule  à  une  petite  hauteur,  le  terme  ee~",  où 
/,  est  une  constante.  11  fait  donc 

i  -\-  nit 

(i)  -  =  i—  Rs-h  ys'-h.  .  .+  e{d-'^'—  i). 

I  -t-  nilo 

Ces  variations  de  la  température  modifieront  la  réfraction  moyenne, 
qui  aura  une  période  annuelle  et  une  diurne;  c'est  ainsi  qu'on  peut 
s'expliquer  les  discordances  trouvées  par  Argelander  entre  les  ré- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES."  323 

fractions  déduites  des  observations  du  Soleil  et  celles  rue  l'on  con- 
clut des  observations  de  nuit. 

Pour  déterminer  les  constantes  contenues  dans  la  formule  (i),  on 
compare  les  observations  de  la  moyenne  des  températures  de  chaque 
jour,  faites  en  deux  lieux  dont  les  hauteurs  au-dessus  du  niveau  de 
la  mer  sont  très-différentes  :  on  voit  que  le  terme  en  e  disparait  de 
ces  moyennes  ;  1  auteur  a  eu  recours  à  cinq  groupes  d'expériences, 
parmi  lesquelles  nous  citerons  les  observations  faites  sous  la  direc- 
tion de  Plantamour,  à  Genève,  et  sur  le  grand  Saint-Bernard.  Dési- 
gnons par  |3o  la  partie  moyenne  de  (3,  il  trouve 

So  =  124,2  -!-  2,325  -^'--, 

0000 

et,  pour  déterminer  y,  il  a  recours  aux  observations  faites  par  des  aé- 
ronautes,  et  notamment  par  Gay-Lussac,  Les  valeurs  obtenues  pour  y 

varient  de  i58o  à  4o4o;  M.  Gyldéu  adopte  y  =  y  j'i^  =1  8969,  ce  qui 

n'est  pas  en  contradiction  avec  les  observations  et  lui  permet  de 
faire  simplement 

I  -^  mt 

(2)  X  = 

Si  l'on  compare  entre  elles  les  valeurs  de  [i  tirées  des  observations 
de  Plantamour,  et  aux  diverses  époques  de  l'année,  on  trouve  la  for- 
mule 

(3)  [3  =  123,4  —  17,00059  H- 4,2  sino  —  2,2  cos2g  —  3,9sin2  9, 

qui  représente  la  période  annuelle  ;  (j)  est  le  temps  converti  en  degrés, 
à  raison  de  3o  degrés  par  mois.  Quant  à  la  quantité  z,  qui  est  à  peu 
près  indépendante  de  la  période  diurne,  on  lui  trouve  des  valeurs 
très-différentes,  suivant  qu'on  l'emprunte  à  tel  système  d'observa- 
tions ou  à  teL  autre  j  toutefois  ces  valeurs  sont  très-grandes,  et  elles 

le  sont  encore  par  rapport  à  -?  de  telle  sorte  qu'il  est  ainsi  démon- 
tré que  les  oscillations  diurnes  de  la  température  ne  s'étendent 
qu'aux  premières  couches  de  l'atmosphère.  L'auteur  n'en  tient  pas 
compte  dans  l'expression  de  la  réfraction;  pour  ce  qui  concerne  la 
période  annuelle,  il  donne  à  la  fin  de  son  Mémoire  la  variation  de  la 
réfraction  qui  correspond  à  une  variation  ^/3  de  (3,  de  sorte  que,  dans 

21. 
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chaque  cas  particulier,  si  l'on  a  calculé  une  formule  analogue  à  la 
formule  (3),  on  pourra  se  représenter  nettement  la  variation  de  la 
réfraction  due  à  la  variation  annuelle  de  la  température. 

La  formule  (2)  donne  une  valeur  de   t  qui   cesse  de  décroître 

quand  s  attend  la  valeur  w  =  ->  qui  répond  à  une  hauteur  d'environ 

i4  milles  géographiques,  par  conséquent  plus  grande  que  la  limite 
supérieure  de  l'atmosphère,  qui  est  seulement  de  9  milles  5  c'était  là 
une  condition  qui  devait  être  remplie. 

Partant  de  la  formule  (2),  M.  Gyldén  calcule  aisément  la  densité  p 
de  l'air  en  fonction  de  s,  et  il  vérifie  que,  pour  s  =  w,  la  valeur  assi- 
gnée à  p  par  la  formule  est  extrêmement  petite. 

Il  établit  ensuite  de  la  manière  ordinaire  la  formule 

,  .  a  sin  zdiv 

d.oz  = 


1  —  ^  \/cos'^  —  2a(i  —  (v)  4-  25sin'; 
où 

P» 
et,  d'après  sa  théorie, 


En  dernière  analyse,  il  exprime  âz  de  la  manière  suivante  : 

02  =z  sjc  (Ao  H-  Al  ^  +  A,  c-  +  . . .), 
avec 

c=:lang'->     iangÇ  =  v'2wl'3nS'^- 

Les  coefficients  A  sont  des  fonctions  assez  compliquées  des  transcen- 
dantes 


0(>, 


(i+j)'-e-vr/j, 
0 


qui  se  calculent  aisément  quand  X  est  positif,  et  qui,  dans  le  cas  de  X 
négatif,  se  ramènent  à  une  fonction  connue,  le  logarithme  intégral, 
par  les  formules 

(X-i)û(-X,-/î)  =  i--/)0(-X-M,-/î), 
O(-i,-/î):=:-eMi(e-^0. 
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Au  surplus,  on  trouve  dans  le  Mémoire  plusieurs  formes  de  déve- 
loppement de  ces  transcendantes  (*), 

M.  Gyldén  termine  en  donnant  l'expression  numérique  de  âz  en 
fonction  de  c,  et  des  variations  de  dz  répondant  aux  variations  des 
constantes  qui  y  sont  contenues. 

Gyldén  (H.  n —  UntersuchungenUber  die  Constitution  der  Atmosphâre 
und  die  Strahlenbrechung .  —  Zweite  Abhandlung .  —  Mémoires  de 
l'Académie  impériale  de  Saint-Pétersbourg,  y''  série,  t.  XII  ("). 

Le  premier  Mémoire  avait  pour  but  de  trouver  l'influence  de  va- 
riations périodiques  de  la  température  sur  la  réfraction  astronomique; 
dans  ce  second  Mémoire,  l'auteur  tient  compte  de  variations  quel- 
conques de  la  température,  périodiques  ou  non. 

L'expression  de  la  température,  à  dillérentes  hauteurs  de  l'atmo- 
sphère, se  compose  évidemment  d'une  série  de  fonctions  dont  le 
nombre  est  indéterminé,  et  qui,  outre  la  variable  indépendante  s, 
comprennent  un  certain  nombre  de  paramètres  qu'on  empruntera 
aux  observations.  En  l'absence  d'une  loi  rigoureuse,  le  choix  de  ces 
fonctions  reste  assez  arbitraire  -,  il  doit  être  fait  de  façon  à  vérifier  les 
observations  connues,  et  à  apporter  dans  le  calcul  autant  de  simpli- 
cité et  de  convergence  que  possible. 

L'auteur  pose  toujours 

-  (Ji  A  -!-  [Jj  a  •  •  •  » 

et  représente  ainsi  seulement  la  variation  moyenne  de  la  température 
avec  la  hauteur,  de  telle  sorte  que  (3j,  jS.,,. . .  sont  des  constantes-,  si 
l'on  borne  le  second  membre  à  ses  deux  premiers  termes  i  —  (Sj  s,  on 
représente,  à  très-peu  près,  les  observations,  ce  qui  montre  qu'il  suf- 
fira très-certainement  d'avoir  recours  au  troisième  terme  5  si  l'on 
voulait  représenter  toutes  les  variations  de  t  avec  le  temps,  en  suppo- 


(')  Pour  la  réfraction  horizontale,  on  est  conduit  à  la  transcendante 

I 

étudiée  par  Laplace  et  Cauchy. 

(')  Nous  avons  reçu  sur  le  même  sujet  un  second  article  très-remarquable  et  que 
nous  publierons  également. 
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sant  |3i,  jSj,.--  des  fonctions  du  temps,  on  serait  forcé  d'aller  beau- 
coup plus  avant  dans  la  série. 

On  a  reconnu  que  les  inégalités  de  la  température  dont  la  période 
est  un  an  ou  im  jour  se  laissent  très-bien  représenter  par  l'expression 


\  /r,e-''i'cos(A,-l-  ai  s  -h  iO), 


où  i  est  un  indice  entier,  6  le  temps,  ^v,  ■/,•,  A,-  et  a.-  des  constantes. 
Comme  la  température  à  la  surface  de  la  terre  sera  représentée  par 

V/ocos(A,  +  i6), 

i 

on  voit  que  les  constantes  fc,  et  A.-  seront  faciles  à  déterminer  -,  il  n'en 
est  pas  de  même  des  autres.  Les  constantes  a,-  sont  jusqu'ici  presque 
complètement  inconnues;  on  sait  toutefois  qu'elles  oscillent  entre 
des  limites  qui  ne  sont  pas  trop  éloignées.  Si  l'on  développe  les  co- 
sinus de  l'expression  précédente  suivant  les  puissances  de  s,   elle 

prendra  la  forme 

ll-mjsfe-'-i',  . 

dans  laquelle  les  indices  i  et  j  sont  des  nombres  entiers,  et  rn^j  des 
coefficients  fonctions  du  temps.  C'est  là  la  forme  à  laquelle  l'auteur 
s'arrête  5  elle  a  l'avantage  de  pouvoir  représenter  aussi  des  variations 
de  température  non  périodiques.  Le  problème  se  présente  dès  lors 
comme  il  suit  : 

La  réfraction  étant  calculée  en  partant  de  la  formule  (i),  on  sup- 
pose que  la  température  t  éprouve  la  perturbation 

On  demande  de  trouver  les  inégalités  correspondantes  de  la  densité 
de  l'air  et  de  la  réfraction. 

Dans  ce  calcul,  on  pourra  évidemment  négliger  le  carré  des  iné- 
galités. 

Soit 

X„  =  I  —  (3,  X  -4-  (325'  + . . . ,     yj  =  tiS^e-^', 

I  H-  mt 
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on  trouve 

•P 
a>=  -  =  (C'o  -f-  «'i  +  <?'2  H- ...  ; 


Pn 


r(j-^)i 


<7 

ds 

y 

_4_ 

<//. 

e, 

<Vo 

/ 

> 

*ï',-  — ■ 

. 

/  ayant  la  signification  de  la  Mécanique  céleste. 

Ces  formules  donnent  donc  les  inégalités  de  /o,  qui  répondent  à 
celles  de  t.  Il  convient  de  remarquer  que  les  inégalités  de  p,  dues 
h  la  présence  de  la  vapeur  d'eau,  sont  de  la  même  forme;  on  le  voit 
aisément,  en  partant  de  la  relation 

3   TTo 

p  p    I  -+-  mt  8  /?„ 

Pb       p»  I  -i-  /'î^o         3  7: 

dans  laquelle  7:  et  7:^  désignent  les  tensions  de  la  vapeur  d'eau,  et  en 
s'appuyant  sur  la  loi  de  Magnus,  qui  donne  tî  en  fonction  de  t  et  de 
l'état  hygrométrique  ç,  savoir 

// 

ce  qui  peut  se  réduire  à 

<^ 
77  =  7ï„  —  e-'\ 

Cpn 

Si  donc  on  connaît  un  certain  nombre  de  valeurs  de  ©  répondant  à 
un  même  nombre  de  valeurs  de  s,  on  pourra  développer  9,  et,  par 
suite,  n"?  en  une  série  de  la  forme  2/3  8"e~"  ;  l'auteur  a  tenté  un  essai 
numérique  sur  ce  sujet,  en  s'appuyant  sur  les  mesures  effectuées  par 
Glaislier  dans  un  voyage  aérien. 

Il  ne  reste  donc  qu'à  trouver  les  inégalités  de  la  réfraction-,  elles  se 
ramènent  à  des  intégrales  telles  que 


r 


s"e~'''  ds 


\/cos^2  +  25sin's 
lesquelles  s'expriment  elles-mêmes  à  l'aide  des  fonctions 

'       r{/r  +  i)j,  dx' 
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La  relation 


d'Yl 


ramène  la  reclicrclic  des  fonctions  V^  à  celle  des  fonctions  V^*  ;  soit 
posé 

ye  ^ '^ . 

''■       (/.-  +  i)(/r4-2)...(9./<-  +  i)^'* 

M.  Gyldén  donne  un  développement  simple  de  e'  f^/^  suivant  les 
puissances  de  yj,  et  une  expression  de  —— -  en  fraction  continue  ;  en 
opérant  d'une  autre  manière,  il  arrive  à  remplacer  les  fonctions  V 

e~''dt.  Comme  dans  le  premier  Mé- 
moire, il  donne  le  développement  numérique  de  la  réfraction  sui- 
vant les  puissances  impaires  de  ^c,  et  aussi  de  ses  dérivées  par  rap- 
port aux  constantes  qu'elle  contient;  il  démontre  enfin  ce  théorème 

I  3 

important,  que  les  cocflicients  de  c'  et  c'  sont  indépendants  de  la  loi 
de  variation  de  la  température  ;  l'influence  de  la  vapeur  d'eau  ne  se 

3 

fait  sentir  que  sur  le  coefficient  de  c"  et  les  suivants. 

Réfraction  terrestre.  —  L'intégration  de  l'équation  différentielle 
de  la  réfraction  entre  deux  points  de  la  courbe  lumineuse  conduit  à 
la  connaissance  de  l'angle  compris  entre  les  tangentes  à  la  courbe 
en  ces  deux  points  5  mais  c'est  seulement  dans  des  cas  particuliers 
que  cet  angle  est  dans  un  rapport  simple  avec  la  différence  entre  la 
direction  vraie  et  la  direction  apparente  d'un  objet;  ainsi,  dans  le 
cas  des  astres,  le  premier  des  angles  est  égal  au  second;  il  en  est  le 
double  dans  le  cas  où  l'observateur  et  l'objet  sont  situés  dans  un 
même  plan  horizontal.  Dans  les  autres  cas  de  la  réfraction  terrestre, 
il  faut  revenir  à  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire;  en  l'inté- 
grant, on  aura  la  quantité  s  en  fonction  de  l'angle  géodésiqvie  v' 
formé  par  les  rayons  vecteurs  menés  du  centre  de  la  terre  aux  deux 
stations,  et  l'on  en  déduira  aisément  l'expression  de  la  réfraction 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  faciles  à  calculer  de 
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la  distance  zénithale  apparente  z.  M.  Lindhagen  a  traité  ainsi  la 
question  d'une  façon  très-complète  \  M.  Gyldén  suit  la  même  voie, 
et  tient  compte  des  inégalités  de  la  température,  comme  dans  le  cas 
des  réfractions  astronomiques. 

PiHL  (0,-A.-L.).  —  Hlicromelric  Examination  of  Stellar  Cluster  in 
Perseus.  —  Christiania,  in-4°. 

INI.  Pihl,  avec  de  faibles  instruments,  a  abordé  la  détermination 
précise  des  étoiles  d'une  partie  du  grand  amas  de  Persée,  ce  qu'on 
n'avait  fait  jusqu'ici  qu'avec  de  puissantes  lunettes  ou  de  forts  hélio- 
mètres^  il  a  ellectué  son  travail  entre  les  années  1862  et  1866.  L'in- 
strument dont  il  s'est  servi  est  une  lunette  de  3  pouces  |  d'ouverture, 
montée  parallactiquement,  et  munie  d'un  micromètre  circulaire  et 
d'un  micromètre  de  Boguslawski  5  les  grossissements  employés  sont 
de  40  et  120  fois.  Ses  deux  repères  principaux  étaient  deux  étoiles 
de  8^  grandeur,  situées,  l'une  au  nord,  l'autre  au  sud  du  groupe; 
quand  il  avait  recours  au  plus  fort  grossissement,  il  était  obligé 
d'eniplovcr  encore  un  certain  nombre  d'étoiles  de  comparaison  dont 
les  positions  avaient  été  bien  déterminées.  L'erreur  probable  des 
positions  relatives  est  de  o",  3i  pour  une  dilférence  d'ascension 
droite,  et  de  o",  29  pour  une  dillerence  de  déclinaison.  11  est  toute- 
fois à  craindre  que  le  travail  ne  reste  affecté  d'erreurs  systématiques, 
provenant  d'une  incertitude  dans  les  positions  des  deux  principales 
étoiles  de  comparaison  qui  constituent  la  base  de  M.  Pihl.  M.  Bruhns 
exprime  le  désir  de  voir  déterminer  à  nouveau  cette  base  avec  préci- 
sion, à  l'aide  d'un  bon  héliomètre,  de  manière  qu'aucune  incertitude 
ne  plane  sur  le  beau  travail  de  M.  PiliL  Ce  travail  est  accompa- 
gné d'une  carte  représentant,  en  dehors  des  85  étoiles  cataloguées, 
117  autres  étoiles  que  l'observateur  a  pu  apercevoir  dans  sa  lu- 
nette, dans  les  circonstances  les  plus  favorables. 

Yalektijver.  —  Determinatio  orbitœ  cometœ  V anni  i863.  —  Berlin, 
i863. 

Les  éléments  de  cette  comète,  découverte  par  quatre  observateurs 
diliérents,  du  28  déceml>re  i863  au  9  janvier  1864,  présentèrent  aux 
premieirs  calculateurs  une  ressemblance  assez  grande  avec  ceux  des 
comètes  de  1810  et  de  1490,  et  on  émit  l'hypothèse  d'une  révolution 
de  53  années.  Un  essai  tenté  par  M.  Weiss,  pour  représenter  les 
observations  dans  cette  hypothèse,  en  montra  l'invraisemblance;  le 
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travail  entrepris  par  M.  Valentiner  sur  toute  l'apparition  range 
définitivement  la  comète  dans  la  catégorie  des  comètes  parabo- 
liques. 

Les  observations  s'étendent  à  une  du.rée  de  deux  mois*,  on  a  re- 
cueilli, pendant  cet  intervalle,  169  positions  de  dix-neuf  observa- 
toires. M.  Valentiner  a  calculé  d'abord  une  orbite  parabolique  avec 
trois  observations,  et  s'en  est  servi  pour  construire  une  éphéméride 
de  six  heures  en  six  heures,  à  cause  du  fort  mouvement  de  la  comète 
(  jusqu'à  8  degrés  par  jour),  et  il  a  comparé  les  observations  à  l'éphé- 
méride.  Après  avoir  formé  9  lieux  normaux,  il  a  obtenu  des  élé- 
ments qui  représentent  très-bien  ces  positions  normales  ;  da  coscî  est 
inférieur  à  o", 8,  et  dd  à  3", 3.  Ces  erreurs  ont  été  utilisées  povir 
trouver  les  corrections  des  éléments  en  fonction  de  s  =  i  —  e,  et 
avec  les  éléments  corrigés,  on  a  calculé  les  résidus  en  ascension 
droite  et  en  fonction  de  e  ;  il  arrive  que  ces  résidus  seraient  inaccep- 
tables si  l'on  donnait  seulement  à  e  la  valeur  0,0001,  ce  qui  condui- 
rait pourtant  déjà  à  une  révolution  de  60000  ans.  La  comète  est 
donc  bien  parabolique.  F.   T. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires    des    si^aivces   de    l'Académie 
DES  Sciences  (*). 

T.  Lxxm. 

N"  1.  Séance  da  3  juillet  187!. 

Laterrade,  —  Sur  la  théorie  des  deux  Soleils. 

BotJssiNESQ  (J.).  —  Sur  le  mouvement  permanent  varié  de  Veau  dans 
les  tuyaux  de  conduite  et  dans  les  canaux  découverts. 

^"  2.  Séance  du  40  jnillet  1871- 

Saint-Venajvt  (de).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  Maurice 
Levy,  relatif  aux  équations  générales  des  mouvements  intérieurs  des 
corps  solides  ductiles,  au  delà  des  limites  où  F  élasticité  pourrait  les  ra- 
mener à  leur  premier  état. 

('  )  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  29. 
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Voici  la  conclusion  du  Rapport  de  M.  de  Saint-Venant  : 

«  ...  On  peut  dire  que  la  branche  nouvelle  de  mécanique  pour  la- 
quelle l'un  de  nous  a  hasardé,  sans  le  préconiser  comme  le  meilleur, 
le  terme  d'hydroatéréodynamique^  a  été  menée  à  un  état  plus  avancé 
par  le  Mémoire  de  M.  Levy,  dans  lequel,  pour  h;  cas  le  plus  général 
et  aussi  pour  le  cas  important  de  symétrie  semi-solaire,  se  trouve 
posé  nettement  et  complètement  en  équation  son  problème,  qui  ne 
l'avait  encore  été  que  dans  le  cas  fort  restreint  du  mouvement  par 
plans  parallèles. 

))  jNous  proposons  donc  à  l'Académie  d'approuver  ce  Mémoire,  et 
d'en  ordonner  l'insertion  au  Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

L'Académie  adopte  les  conclusions  de  ce  Rapport. 

PaplTiot.  —  Mémoire  sur  les  marées  fluviales. 

M.  Partiot  cherche  à  expliquer  et  à  relier  ensemble,  par  une  théo- 
rie, les  faits  nombreux  qu'il  a  observés,  dans  la  vue  surtout  d'arriver 
à  prévoir  quelle  influence  les  recreusements  opérés  dans  le  lit  des 
fleuves  pourront  avoir  sur  la  hauteur  des  marées  remontant  leur 
cours,  et  d'augmenter  ainsi,  par  ces  travaux,  dans  l'exécution  des- 
quels on  aura  pris  pour  auxiliaire  la  puissante  action  du  jusant  ou 
reflux,  le  tirant  d'eau  des  bâtiments  destinés  à  aborder  à  des  ports 
continentaux,  tels  que  Rouen,  Bordeaux,  JNantes. 

BorssiKESQ  (J.)  —  Sur  le  mouvement  permanent  varié  de  Veau  dans 
les  tuyaux  de  conduite  et  dans  les  canaux  découverts. 

Suite  du  Mémoire  présenté  dans  la  séance  du  3  juillet. 

Chapelas.  —  Mémoire  sur  la  direction  des  étoiles  filantes. 

M.  Chasles  fait  hommage  à  l'Académie,  de  la  part  de  M.  le  Prince 
BoAcoMPAGNi,  des  sept  derniers  mois  de  1870  d\i  Bulle ttino  di  Biblio- 
gra/ia  e  di  Sloria  délie  scienze  matematiche  e  fisiche. 

N«  3.  Séance  da  17  juillet  1871. 

Serret  (J.-A.)  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  Addition  au 
Mémoire  lu  devant  l'xlcadémie  dans  la  séance  du  12  juin  1871 . 

Saint-Venant  (de).  —  Théorie  du  mouvement  non  permanent  des 
eaux,  avec  application  aux  crues  des  rivières  et  à  l'introduction  des  ma- 
rées dans  leur  lit. 
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Voici  comment  s'exprime  M.  de  Saint-Venant  au  commencement 
de  sa  Communication  : 

«  Le  Mémoire  sur  les  marées  fluviales  de  M.  l'Ingénieur  des  Ponts 
et  Chaussées  Partiot,  présenté  dans  la  séance  du  lo  juillet  1871, 
contient  une  idée  qui,  étant  complétée  et  modifiée  dans  sa  forme, 
me  parait  pouvoir  conduire  à  une  solution,  depuis  longtemps  désirée, 
du  problème  du  mouvement  non  permanent  des  eaux  dans  les  canaux 
découverts  -,  ce  qui  comprend,  outre  les  marées  dont  il  est  question, 
les  crues  des  rivières,  ainsi  que  le  retrait  de  leurs  eaux,  temporaire- 
ment gonflées  par  des  pluies  abondantes.   » 

M.  de  Saint-Venant  donne,  en  effet,  dans  son  Mémoire,  la  théo- 
rie et  les  équations  générales  du  mouvement  non  permanent  des  eaux 
courantes. 

Lemaly  et  Maquiru.  —  Sur  V observation  des  essaims  d'étoiles  filan- 
tes des  mois  de  novembre  et  d'août,  et  sur  l'observation  d'un  bolide  faite 
à  Trémonf,  près  Tournus. 

A  cette  occasion,  M.  Le  Veuuieii  passe  en  revue  les  stations  fon- 
dées pour  l'observation  régulière  des  essaims  d'étoiles  lUantes,  en 
indiquant  ce  qu'elles  ont  fait  et  ce  qu'elles  s'apprêtent  à  faire. 

Egger.  —  Nouveaux  documents  sur  les  quatre  Livres  conservés  de 
rOptique  de  Claude  Ptolémée. 

M.  Chasles  ajoute  qu'il  possède  une  copie  (qui  parait  être  du 
xvii"  siècle)  de  la  traduction  latine  de  VOptique  de  Ptolémée,  sous 
le  titre  de  :  Incipit  liber  Ptolemœi  de  Opticis,  sive  aspectibus,  translatas 
ab  Ammirato  Eugenio  siculo,  de  arabico  in  latinum. 

PiESAL  (IL).  —  Du  mouvement  d'un  corps  solide  qui  supporte  «n 
système  matériel  animé  d'un  mouvement  relatif  par  rapport  à  ce  corps. 
(Extrait  par  l'auteur.) 

Faire  ressortir  l'iniluence,  sur  le  mouvement  d'un  corps  solide,  de 
l'inertie  due  au  mouvement  relatif  d'un  système  matériel  dont  les 
points  d'appui  se  trouvent  sur  ce  corps,  tel  est  le  problème  que  je 
me  suis  proposé  de  résoudre  d'une  manière  générale,  et  qui  com- 
prend comme  cas  particuliers  le  théorème  de  Laplace,  se  rapportant 
à  l'action  que  les  marées  pourraient  avoir  sur  le  mouvement  de  la 
Terre  autour  de  son  centre  de  gravité,  et  les  théories  de  quelques 
appareils  giratoires. 
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Terqlem  (A.)  —  Mémoire  sur  les  sons  produits  par  des  ébranlements 
discontinus,  et  en  particulier  à  Vaide  de  la  sirène. 

M.  Terquem  reprend  la  question  traitée,  en  partie,  expérimenta- 
lement par  Auguste  Seebeck  et  tliéoriquement  par  Ohm,  généralise 
et  simplifie  les  méthodes  de  calcul  employées  par  Ohm,  et  applique 
la  théorie  générale  à  un  grand  nombre  de  cas  particuliers. 

CoîiNu  et  Meuc.vdier.  —  Sur  les  intervalles  musicaux,  3*  Note. 

Voir  pour  les  doux  premières  Notes  les  Comptes  rendus  des  8  et 
22  février  1869. 

Voici  la  conclusion  des  auteurs  : 

«  Les  intervalles  musicaux  employés  dans  mie  mélodie  lente  et 
sans  modulations  sensibles  sont  ceux  de  la  gamme  pythagoricienne 
dérivant  de  la  série  des  quintes,  et  qui  ne  contient  que  deux  sortes 
d'intervalles  irréductibles  :  l'octave  2,  et  la  quinte  7.  Ce  ne  sont  pas 
ceux  de  la  gamme  dite  naturelle,  qui  contient  trois  sortes  d'intervalles 
irréductibles  :  l'octave  2,  la  quinte  |,  et  une  tierce  majeui'C  7,  qui, 
d'après  nous,  n'est  applicable  qu'à  l'harmonie.   » 

]N°  4.  Séance  do  21  juillet  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  générales  des  courbes  (léométriques  relatives  à 
leurs  axes  harmoniques. 

L'étude  des  propriétés  des  polaires  d'un  point  par  rapport  à  une 
courbe  ou  à  une  surlace  a  été  déjà,  de  la  part  des  géomètres,  l'objet 
de  nombreux  travaux.  Dans  la  communication  actuelle,  M.  Chasles 
s'occupe  des  droites  polaires  (ou  axes  harmoniques)  d'un  point,  et 
ajoute  de  nombreuses  propriétés  à  celles  qu'on  connaissait  déjà.  Ces 
théorèmes  sont  groupés  dans  des  paragraphes  dont  les  titres  suivent  : 

Chapitre  L  —  Concernant  les  axes  harmoniques  de  la  courbe  L„,, 
qui  ont  leurs  pôles  sur  une  courbe  U,„^. 

1°  Propriétés  relatives  à  la  courbe  enveloppe  des  axes  harmoniques  de 
la  courbe  U,„^. 

2°  Théorèmes  dans  lesquels  interviennent  les  éléments  de  la  courbe  U,„. 

3°  Théorèmes  dans  lesquels  interviennent  les  éléments  de  la  courbe  \],„f. 

Chapitre  II.  —  Propriétés  concernant  les  tangentes  et  les  normales 
d'une  courbeU,,^'  considérées  comme  axes  harmoniques  de  U,„. 

Chapitre  III.  —  Propriétés  concernant  les  axes  harmoniques  de  U,„ 
qui  ont  leurs  pôles  sur  les  tangentes  ou  les  normales  d'une  courbe  U,„'. 
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Chapitre  IV.  —  Où  l'on  considère  la  courbe  U,,/,  qui  donne  lieu  à 
des  axes  harmoniques  de  U„.  et  une  autre  courbe  U,„//. 

Chapitre  V. —  Où  l'on  considère  les  ajces  harmoniques  d'un  même 
point  relatif  à  deux  courbes  U,„,  TT,„. 

Chapitre   VJ.    —   Axes  harmoniques  relatifs  à  trois  courbes  U,„/, 

Saint- Venant  (de).  —  Théorie  du  mouvement  non  permanent  des 
eaux,  avec  application  aux  crues  des  rivières  et  à  l'introduction  des 
marées  dans  leur  lit.  [i"  Note;  voir  la  Séance  précédente.) 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  les  relations  qui  existent,  dans  le  Soleil,  entre 
les  facules,  les  protubérances  et  la  couronne.  (2*^  Lettre;  voir  les 
Comptes  rendus,  6  juin  1871.) 

BoussiNESQ  (J.j.  —  Théorie  générale  des  mouvements  qui  sont  pro- 
pagés dans  un  canal  rectangulaire  horizontal. 

Cet  article  est  la  généralisation  de  celui  qui  a  été  présenté,  le 
19  juin  1 87 1 ,  sur  l'onde  solitaire. 

N°  5.  Séance  h  31  jnillct  1871. 

Serret  (J.).  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  Deuxième 
addition  au  Mémoire  lu  devant  l'Académie,  dans  la  séance  du 
12  juin  1871. 

«  Le  principe  de  la  moindre  action,  dit  M.  Serret,  ne  concerne 
que  les  systèmes  dans  lesquels  le  nombre  des  liaisons  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  avi  nombre  des  coordonnées  des  corps.  Le  cas  de 
n=  1,  que  je  me  propose  d'examiner  ici,  peut  donc  être  regardé 
comme  celui  des  systèmes  à  liaisons  complètes.^  au  point  de  vue  des 
propriétés  relatives  à  la  moindre  action.  » 

M.  Serret  fait  une  application  complète  de  ses  formules  au  mou- 
vement elliptique  des  corps  célestes. 

YvoN  \iLLAKCEAti.  —  Note  sw  lu  comè te  périodique  de  d'Arrest. 

Resal  (U.)  —  Essai  sur  la  théorie  des  vapeurs. 

Leveau.  —  Retour  de  la  comète  périodique  de  d  Arrest. 

N°  6.  Séance  dii  7  août  1871. 

Transon  (A.).  —  Sur  l'emploi  de  l' infini  en  mathématiques. 
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Cette  jNote  résume  les  idées  que  M.  Transon  a  développées  dans 
deux  brochures  récenanient  publiées  sur  l'emploi  de  V infini  en  mathé- 
matiques. 

Dewza.  —  Bolides  observés  en  Italie  pendant  le  mois  de  juillet. 

PoGGiA.  —  Observation  d'un  bolide,  faite  à  l'Observatoire  de  Mar- 
seille^ le  1*^''  août. 

Lemasy.  —  Bolide  observé  le  4  août  1871,  à  Trémont,  près  Tournus. 
N°  7.  Séance  du  H  août  1871. 

Le  Yeruieii.  —  Observations  de  l'essaim  d'étoiles  filantes  du  mois 
d'août,  faites  pendant  les  nuits  des  9,  10  et  1 1  août  1871 ,  dans  un  grand 
nombre  de  stations  correspondantes. 

Resal.  —  De  l'insuffisance  des  chaînes  de  sûreté  du  matériel  de  che- 
mins de  fer. 

Jakssen  (J.).  — Sur  la  constitution  du  Soleil. 

rs"  8.  Séance  du  21  août  1871. 

FoTvviELLE  (W.  de).  —  Sur  quelques  apparitions  analogues  à  celles 
du  bolide  de  Marseille. 

Chapelas.  —  Étoiles  filantes  du  mois  d'août  1871. 

GuYOT.  —  Sur  les  bolides  du  1 1  août  1 87 1  et  du  2.4  juin  1 870. 

iV  9.  Séance  du  28  août  1871. 

Saiwt-Venawt  (de).  —  Sur  la  houle  et  le  clapotis. 

Resal  (H.).  —  Du  profil  rationnel  des  segments  d'un  piston  de  ma- 
chine à  vapeur. 

Coiiivu.  — iRéponse  à  une  Note  de  M.  Janssen. 
\oir  la  séance  du  i4  août. 

Janssen  (J.).  —  Voyage  aéronautique  du  Volta,  entrepris  le  -2  dé- 
cembre 1870,  en  vertu  d'une  mission  scientifique. 

A°  10.  Séance  du  4  septembre  1871. 

Beutuand  (J.).  —  Note  sur  la  théorie  de  la  Lune  J'Aboul-Weià. 
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«  Une  petite  portion  seulement  du  Traité  d'Astronomie  d'Aboul- 
Wefà  est  parvenue  jusqu'à  nous.  Un  fragment  de  cinquante  lignes 
environ,  relatif  à  la  théorie  de  la  Lune,  a  été  souvent  cité  et  minu- 
tieusement étudié.  11  aurait,  en  eiî'et,  une  grande  importance  histo- 
rique si,  comme  on  l'a  prétendu,  on  y  pouvait  voir  la  preuve  que  les 
astronomes  arabes,  au  x"  siècle  de  notre  ère,  connaissaient  l'inégalité 
nommée  variation^  et  déduite,  six  siècles  plus  tard,  des  observations 
de  Tyclio  Brahé.  » 

Restreignant  le  débat  à  l'étude  pure  et  simple  du  texte  connu  et 
exactement  traduit,  M.  Bertrand  conclut  en  ces  termes  : 

«  Quelle  qu'ait  été  à  Bagdad  la  renommée  d'Aboul-Wefà,  il  nous 
est  donc  impossible  de  lui  accorder  grande  confiance,  et  M.  Biot  est 
excusable  d'avoir  vu,  dans  le  texte  qui  nous  occupe,  une  paraphrase 
confuse ,  embarrassée ,  inintelligente  du  cinquième  chapitre  du 
livre  V  de  VAlmageste.  » 

Saint-Yenaînt  (ke).  —  Sur  la  houle  et  le  clapotis  (suite). 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  les  relations  qui  existent  dans  le  Soleil  entre 
les  protubérances  et  les  autres  parties  remarquables  (troisième  Lettre}. 

M,  Chasles  présente  à  l'Académie  un  nouvel  ouvrage  de  M.  Que- 
telel  ^  intitulé  :  Anthropométrie,  ou  mesure  des  différentes  facultés  de 
Vhomme. 

Rendant  compte  de  cet  ouvrage,  M.  Chasles  termine  ainsi  : 
«  L'ouvrage  actuel  marque  un  pas  considérable  dans  l'étude  des 
questions  qui  embrassent  le  monde  physique  et  moral.  Il  donnera 
lieu  à  des  recherches  dans  cette  branche  nouvelle  des  sciences,  qui 
demande  l'application  des  mathématiques  à  tant  d'autres  connais- 
sances si  variées.  » 

MorTiEK  (  J.)'  —  «Swr  la  chaleur  dégagée  par  la  dissolution  des  gaz 
dans  les  liquides. 

N°  11.  Séance  du  H  septembre  1871. 

Chasles.  —  Sur  la  découverte  de  la  variation  lunaire. 

M.  Chasles  combat  l'opinion  émise  par  JNL  Bertrand  dans  la 
séance  précédente,  et  conclut  en  ces  termes  :  «  J'ai  eu  l'honneur 
d'entretenir  l'Académie  de  cette  question,  il  y  a  peu  d'années  [Comptes 
rendus,  t.  LIV,  p.  102  ^  1862),  et  d'exposer  les  considérations  qui  me 
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portaient  à  prononcer  que  cette  troisième  inégalité  était  bien  la  va- 
riation, et  qu'Aboul-Wefà  l'ajoutait  au  résultat  final  de  Ptolémée, 
c'est-à-dire  aux  deux  premières  inégalités  rectifiées  par  la  prosneuse. 
Je  résumerai  en  peu  de  mots  les  considérations  qui  m'ont  porté  à 
adopter  cette  solution....  ». 

Peters  (F.).  —  Éléments  de  la  petite  planète  (lu). 

Depuez  (M.).  —  Nouvel  indicateur  dynamométrique,  faisant  con- 
naître toutes  les  circonstances  du  travail  de  la  vapeur  dans  le  cylindre 
d'une  machine.  ^ 

N°  12.  Séance  da  18  septembre  1871. 

BoiiELLY.  —  Découverte  d'une  nouvelle  petite  planète,  la  116"  du 
groupe  situé  entre  Mars  et  Jupiter. 

Resal  (H.).  —  Théorie  du  régulateur  Larivière. 

Dauboux  (G.).  —  Des  courbes  tracées  sur  une  surface,  et  dont  la 
sphère  osculatrice  est  tangente  en  chaque  point  à  la  surface. 

Ce  problème  n'a  encore  été  ni  proposé  ni  résolu  pour  aucune  sur- 
face. M.  Darboux  donne  l'équation  dilïérentielle  du  2^  ordre  dont 
dépend  le  problème,  et  intègre  cette  équation  dans  deux  cas  impor- 
tants :  1°  pour  les  surfaces  du  2*  ordre;  2"  pour  les  surfaces  du 
4*^  ordre  qui  ont  pour  ligne  double  le  cercle  de  l'infini.  L'intégration 
relative  au  second  cas,  qui,  avec  les  coordonnées  ordinaires,  présen- 
terait une  extrême  difficulté,  est  faite  d'une  manière  simple.  Le 
succès  est  dû  au  clioix  des  coordonnées  :  M.  Darboux  définit  un 
point  par  ses  puissances  relatives  à  cinq  sphères  orthogonales  5  on  a 
ainsi  un  système  de  coordonnées,  liées  entre  elles  par  une  relation 
homogène  du  2*^  degré,  qui  se  prête  avec  facilité  à  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  questions  et  difEciiemcnt  abordables  par  d'autres 
procédés. 

DuRRANDE  (H.),  —  Extrait  d'une  théorie  du  déplacement  d^une 
figure  qui  se  déforme. 

M.  Durrande  établit,  par  des  considérations  d'homographie,  les 
formules  qui  expriment  les  projections  du  déplacement  infiniment 
petit  d'un  point  d'une  figure,  et,  par  l'introduction  de  paramètres 
convenables,  met  en  évidence  le  mouvement  de  la  figure  et  les  dé- 
formations de  ses  diverses  parties. 
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GuiLLEAiiN.  —  Sur  deux  observations  qui  paraissent  offrir  quelque 
analogie  avec  celle  du  météore  signalé  récemment  par  M.  Coggia. 

N°  13.  Séance  du  25  septembre  1871. 

Bertrand  (J,).  —  Observations  sur  la  Note  de  M.  Chasles,  relative 
à  la  découverte  de  la  variation  lunaire. 

Luther.  —  Observations  des  planètes  (^  et  (^vi,  faites  à  V Observa- 
toire de  Paris.  Découverte  d'une  petite  planète  de  ii^  grandeur.,  le 
i4  septembre,  à  1 1  heures  du  soir. 

Deprez  (M.).  — Instrument  servant  à  calculer  mécaniquement  la  va- 
leur des  aires,  des  centres  de  gravité  et  des  moments  d'inertie  des  figures 
planes. 

JoRBAA'  (C).  —  Sur  la  résolution  des  équations  différentielles  li- 
néaires. 

L'intégration  d'un  système  d'équations  diiFérentielles  linéaires  à 
coefficients  constants  dépend  d'une  équation  caractéristique  A[5)  =  o, 
où  s  est  une  inconnue. 

M.  Jordan  énonce  la  proposition  suivante  : 

«  On  pourra  remplacer  les  variables  x^.,  ^2  v  •  •  ^  ^n  P^r  d'autres 
variables  indépendantes,  fonctions  linéaires  des  premières,  à  coeffi- 
cients rationnels,  et  clioisies  de  telle  sorte  que  le  système  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  qui  les  détermine  se  décompose  en  au- 
tant de  systèmes  partiels  que  le  déterminant  A  contient  de  facteurs 
irréductibles  différents  F  (s),  Fi(s),.  .  .. 

»  Le  système  partiel  correspondant  à  l'un  de  ces  facteurs  irréduc- 
tibles, tel  que  F(s),  sera  lui-même  décomposable  en  autant  de  systèmes 
moindres  qu'il  y  a  de  séries  distinctes  correspondant  à  l'une  quel- 
conque (T  des  racines  de  F  (s)  =  o.   » 

Janssen.  —  Remarques  sur  une  dernière  Note  de  M.  Cornu. 

N°  14.  Séance  du  2  octobre  1871. 

Chasles.  —  Réponse  à  un  passage  de  la  Note  de  M.  Bertrand, 
insérée  dans  le  Compte  rendu  de  la  dernière  séance. 

YvoN  ViLLARCEAu.  —  Nouvcllc  détermination  de  la  vraie  figure  de 
la  Terre  ou  de  la  surface  de  niveau,  n'exigeant  pas  l'emploi  des  nivelle- 
ments proprement  dits. 
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Dans  une  communication  faite  à  l'Académie  le  28  décembre  1868, 
M.  Villarceau,  après  avoir  établi  la  distinction  entre  les  deux  espèces 
de  nivellements  géodésique  et  géométrique^  avait  fait  voir  que  leur 
simple  comparaison  suffisait  pour  déterminer  la  figure  de  la  surface 
de  niveau,  lorsqu'on  applique  au  nivellement  géodésique  une  cor- 
rection qu'on  avait  négligée  jusqu'alors  et  qui  repose  sur  le  second 
théorème  concernant  les  attractions  locales.  Dans  sa  communication 
actuelle,  M.. Villarceau  développe  une  seconde  solution  qu'il  avait 
déjà  annoncée,  et  dont  le  principe  consiste  à  calculer  la  distance  qui 
sépare  la  surface  de  niveau  et  celle  d'un  sphéroïde  de  révolution 
pris  comme  siu-face  de  comparaison,  normalement  à  la  première, 
en  fonction  de  la  latitude  et  de  la  longitude  géodésiques. 

Delàtjnay.  —  Note  sur  les  deux  planètes  (^  et  (^  récemment 
découvertes.  —  Note  sur  les  nébuleuses  découvertes  et  observées  par 
M,  Stephan  à  V Observatoire  de  Marseille. 

Secchi  (Le  p.).  —  Sur  les  divers  aspects  des  protubérances  et  des 
autres  parties  remarquables  à  la  surface  du  Soleil.  Classification  de  ces 
phénomènes.  (Quatrième  Lettre.) 

FoNviELLE  (W.  de).  —  Programme  d'une  ascension  aérostatique 
pour  observer  les  étoiles  filantes  de  novembre  1871. 

Llther  et  Peters.  —  Observations  des  planètes  récemment  décou- 
vertes (^  et  (lù).  » 

Tisserand.  —  Détermination  de  Vorbite  de  la  planète  (^  Lomia. 

LoEWY. —  Sur  un  nouvel  instrument  équatorial. 

Jordan  (C).  —  Sur  la  classification  des  groupes  primitifs. 
M.  Jordan  énonce  le  théorème  suivant  : 

«  Si  le  nombre  premier  J9  n'est  pas  de  la  forme  2" —  i,  la  classe  p 
ne  contiendra  qu'un  seul  groupe  formé  des  substitutions 

I  X,  X  =  a  I     (mod.  p). 

»  Si  p  est  de  la  forme  2"  —  i,  la  classe  jp  contiendra  trois  groupes, 
à  savoir  le  précédent  et  ceux  qui  sont  respectivement  formés  des 
substitutions  linéaires 

\  X,  ax  +  oc  \    (mod.  2) 

22. 
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et  des  substitutions  linéaires  fractionnaires 


ax 

X 


'  6x-hP 


(mod.  2), 


a;,  a,  a,  6,  [3  étant  des  entiers  complexes  formés  avec  la  racine  i  d'une 
congruence  irréductible  de  degré  n  par  rapport  au  module  2 .  » 

Cornu  (A.).  —  Sur  la  délermination  de  la  vitesse  de  la  lumière. 
M.   Chasles  présente  à  l'Académie  les  livraisons  de   février   et 
de  mars  1871  du  Bullettino  de  M.  le  prince  Boncomjîagni. 

N°  15.  Séance  do  9  octobre  1871. 

Faye. —  Sur  Vhistoire,  en  V état  présent,  de  la  théorie  des  comètes. 

Bektkand.  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  Chasles. 

Tisserand.  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  planète  (^  (C.-H.-F. 
Peters). 

Pain  VIN.  —  Détermination  des  rayons  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque d'une  surface  définie  par  son  équation  tangentielle. 

N**  16.  Séance  k  16  octobre  1871. 

Delaunay.  —  Réapparition  de  la  comète  de  Tuttle. 

Chasles.  —  Théorèmes  concernant  la  détermination  sur  une  courbe 
géométrique  d'une  série  de  groupes  de  points  en  nombre  déterminé. 
M.  Chasles  énonce  et  démontre  d'abord  la  proposition  suivante  : 
«  Lorsqu'une  courbe   C,„,    d'ordre  m,    a   des    points    multiples 
d'ordre  r,  r',  ?"", .,.,  et  des  points  doubles  faisant  ensemble  l'équiva- 
lent de 

[m  —  I  )  (  ^'^  —  2  ) 

ï — ;  _  y 

2 

points  doubles,  on  détermine  sur  cette  courbe  des  groupes  de  (v  -f-i) 
points,  au  moyen  d'un  faisceau  de  courbes  d'ordre  (m  —  p)  ayant  : 
i**  des  points  multiples  d'ordre  r  —  p,  r'  —  p\  r"  —  p"-,---  coïnci- 
dant respectivement  avec  les  points  d'ordre  r,  r',  r", . . .  de  C,„  5  2"  des 
points  simples  coïncidant  avec  les  points  doubles  de  C^  ;  et  3"  d'autres 
points  simples,  en  nombre 

3(m—  i)  —  ma -t-r(p  —  i)-t-  /''(p'  —  O-r  /'"(p"— 1)4-.  ..  +  v, 
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coïncidant  avec  des   points   simples   de   C,„5   les   indéterminées  f/, 
p,  fj'^  o", . . .  devant  satisfaire  à  la  relation 

^=_3^.-p(p-i)-p'{p'-i)-p"(p"-i) +2  =  0. 

»  Les  nombres  entiers  indéterminés  |7.,  -o,  p',  p'\...  peuvent  être 
positifs  ou  négatifs.    » 

De  cette  proposition  générale  et  fondamentale,  qui  peut  prendre 
encore,  comme  le  montre  M.  Cliasles,  un  accroissement  de  généra- 
lité, résultent  un  grand  nombre  de  théorèmes. 

Chasles.  —  Réponse  aux  observations  présentées  dans  la  dernière 
séance,  par  M.  Bertraind,  à  propos  d'ABouL-WEFA.  L.  P. 


MÉLANGES. 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DITE  NON  EUCLIDIEME; 
Pau  Félix  KLEIN  ('). 

Les  développements  suivants  sont  relatifs  à  la  Géométrie  dite  non 
euclidienne  de  Gauss,  de  Lobatchefsky,  de  J.  Bolyai,  et  aux  considéra- 
tions qui  s'y  rattachent,  présentées  par  Riemann  et  par  Helmholtz 
sur  les  fondements  de  notre  Géométrie.  Nous  ne  poursuivrons  pas 
toutefois  les  spéculations  philosophiques  qui  ont  conduit  aux  travaux 
en  question;  notre  but  est  surtout  de  présenter  les  résultats  mathéma- 
tiques de  ces  recherches,  en  tant  qu'ils  se  rapportent  à  la  théorie  des 
parallèles,  sous  une  forme  nouvelle  et  intuitive,  et  de  rendre  claire 
et  accessible  à  tous  l'intelligence  de  cet  ensemble  de  vérités.  La  voie 
qui  nous  y  conduira  est  la  Géotnélrie  projeclive^  dont  nous  établirons 
l'indépendance  par  rapport  à  la  question  de  la  théorie  des  parallèles. 
On  peut  maintenant,  à  l'exemple  de  Cayley,  construire  une  détermi- 
nation métrique  projectivé  générale,  relative  à  une  surface  du  second 
degré  choisie  à  volonté,  comme  surface  fondamentale.  Cette  détermi- 
nation métrique  projectivé  fournit,  suivant  l'espèce  de  la  surface  du 
second  degré  employée,  une  image  pour  les  différentes  théories  des 

(')    Extrait  des   Nachrichten  von  der    Konigl.   Gesellschaft  der  Wissenschaften   zu, 
Giittingen,  année  1871,  n°  17,  3o  août. 
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parallèles  établies  dans  les  travaux  dont  nous  parlons.  Mais  elle  n'est 
pas  seulement  une  image  de  ces  théories,  elle  en  révèle,  en  outre,  la 
nature  intime. 

I.  —  Les  différentes  théories  des  parallèles. 

L'axiome  XI  d'Euclide  est,  comme  on  sait,  équivalent  à  ce  théorème, 
que  la  sonime  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  angles  droits. 
Or  Legendre  a  réussi  à  démontrer  (*)  que  la  somme  des  angles  d'un 
triangle  ne  peut  être  plus  grande  que  deux  droits*,  il  a  fait  voir,  de 
plus,  que,  si  dans  un  seul  triangle  la  somme  des  angles  vaut  deux 
droits,  il  en  sera  de  même  pour  la  somme  des  angles  de  tout  triangle. 
Mais  il  n'a  pas  pu  prouver  que  la  somme  des  angles  ne  saurait  être 
moindre  que  deux  droits. 

Une  série  d'idées  analogue  semble  avoir  servi  de  point  de  départ  aux 
recherches  de  Gauss  sur  le  même  objet.  Gauss  avait  bien  compris  qu'il 
était  réellement  impossible  de  démontrer  le  théorème  de  l'égalité  de 
la  somme  des  angles  d'un  triangle  à  deux  angles  droits  *,  que  l'on  pou- 
vait, au  contraire,  construire  une  géométrie  conséquente  avec  elle- 
même,  et  dans  laquelle  cette  somme  serait  moindre.  Il  appelait  cette 
géométrie  la  Géométrie  non  euclidienne  (''')  ^  il  s'est  beaucoup  occupé  de 
ce  sujet-,  mais  malheureusement,  sauf  quelques  simples  indications, 
il  n'a  rien  publié  là-dessus.  Dans  cette  Géométrie  non  euclidienne, 
on  rencontre  une  certaine  constante,  caractéristique  pour  la  détermi- 
nation métrique  de  l'espace.  En  attribuant  à  cette  constante  une  va- 
leur infinie,  on  obtient  la  Géométrie  euclidienne  ordinaire.  Mais  si 
la  constante  a  une  valeur  finie,  on  trouve  une  Géométrie  diiïérente, 
dans  laquelle  ont  lieu,  par  exemple,  les  lois  suivantes  :  La  somme  des 
angles  d'un  triangle  est  moindre  que  deux  droits,  et  d'autant  moindre 
que  l'aire  du  triangle  est  plus  grande.  Dans  un  triangle  dont  les  som- 
mets sont  à  une  distance  infinie,  la  somme  des  angles  est  égale  à  zéro. 


(^')  Cette  démonstration,  comme  celle  que  Lobatchesfky  a  donnée  de  la  même  propo- 
sition, suppose  que  la  longueur  de  la  droite  est  infinie.  Si  l'on  renonce  à  admettre  cette 
hypothèse  {voir  le  texte  ci-après),  alors  les  démonstrations  cessent  aussi  de  subsister, 
comme  on  peut  le  voir  clairement,  en  remarquant  que,  sans  cela,  elles  devraient  avoir 
également  lieu  dans  la  Géométrie  de  la  sphère. 

(')  Fty.  Sartorius  von  Waltershausen,  Gauss  zurn  Gcddchtniss,  p.  8i,  ainsi  que 
quelques  Lettres  de  la  Correspondance  de  Gauss  et  de  Schumacher. 
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Par  un  point  hors  d'une  droite,  on  peut  mener  deux  parallèles  à  cette 
droite,  c'est-à-dire  deux  lijpies  qui  coupent  cette  droite  d'un  côté  ou 
de  l'autre  en  des  points  inlininient  éloignés.  Les  droites,  passant  par 
le  même  point  extérieur  et  situées  entre  les  deux  parallèles,  ne  cou- 
pent nulle  part  la  droite  donnée. 

Lobatchefsky,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Ka- 
zan  (*),  et,  quelques  auîiées  plus  tard,  le  mathématicien  hongrois 
J,  Bolyai  ('),  ont  été  conduits,  chacun  de  leur  côté,  à  la  même  Géomé- 
trie non  euclidienne,  et  ont  traité  le  même  objet  dans  des  écrits  déve- 
loppés. Cependant  ces  travaux  étaient  restés  à  peu  près  ignorés,  jus- 
qu'au moment  où  la  publication,  faite  en  1862,  de  la  Correspondance 
de  Gauss  et  de  Schumacher,  attira  sur  eux  l'attention  des  géomètres. 
Depuis  lors,  la  conviction  s'est  répandue  que,  dès  à  présent,  la  théorie 
des  parallèles  est  complète,  c'est-à-dire  qu'elle  est  acceptée  avec  son 
indétermination  réelle. 

IMais  cette  conception  a  dû  subir  une  modification  essentielle  depuis 
qu'a  paru,  en  1867,  après  la  mort  de  Riemann,  sa  leçon  inaugurale 
Sur  les  hypothèses  qui  servent  de  fondement  à  la  Géométrie,  et  que,  peu 
de  temps  après,  dans  le  présont  Recueil  (^),  iïelmholtz  a  publié  ses 
recherches  sur  les  faits  qui  servent  de  base  à  la  Géométrie. 

Dans  son  écrit,  Riemann  fait  observer  que,  de  ce  que  l'espace  est 
illimité,  il  ne  s'ensuit  pas  forcément  qu'il  soit  infini.  Au  contraire, 
on  pourrait  concevoir,  sans  tomber  en  contradiction  avec  notre  intui- 
tion, qui  ne  s'applique  jamais  qu'à  une  portion  finie  de  l'espace,  que 
l'espace  fût  fini  et  rentrant  sur  lui-même;  la  Géométrie  de  notre 
espace  se  présenterait  alors  comme  la  Géométrie  sur  une  sphère  de 

(')  Messager  de  Kazan  [KasaHCKÎll  BbcmHIlKb)^  1839.—  Mémoires  de  l'Uni- 
versité de  Kazan  [yzeHblJl  SanilCKll).,  1 836-38.—  Journal  de  Crelle,  t.  17  (Géo- 
métrie imaginaire).  —  Geometrische  Untersuchungen  zur  Théorie  der  Paraîlellinien, 
Berlin,  iSjJo  (*).  —  Pangéométrie,  Kazan,  i855.  (Il  en  a  été  publié  une  traduction  ita- 
lienne dans  le  t.  V  du  Giornale  di  Matematiche,  18Ô7.) 

(  *  )  Une  traduction  française  de  cet  opuscule  a  paru  en  i366  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  IV.  Les  premiers  traram  de  Lobalchefsliy  remontent 
à  iSi6.  (  Noie  de  la  Rédaction  ) 

(')  Dans  un  Appendice  à  l'ouvrage  intitulé  :  Tentamen  juventutem  studiosam,  etc., 
Marcs- Vâsârhely,  i833.  On  en  trouve  une  traduction  italienne  dans  le  t .  VI  du  Giornale 
di  Matematiche,  1868  (*). 

(  ')  Une  traduction  française  de  V Appendice  a  paru  au  commencement  de  ta  même  année,  dans  le  t.  V  des 
Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles.  {Note  de  la  Rédaction.) 

(')  Nachrichten  von  der  K.  Gesellschaft,  1868,  n»  9. 
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trois  dimensions  placée  dans  une  mulliplicilé  (  '  )  de  quatre  dimensions . 
Cette  conception,  qui  se  trouve  aussi  cliez  Ilclmlioltz,  entraînerait 
cette  conséquence,  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle  serait, 
comme  dans  le  triangle  sphérique  ordinaire,  plus  grande  (^)  que  deux 
angles  droits,  et  d'autant  plus  grande  c[ue  le  triangle  aurait  une  plus 
grande  aire.  La  ligue  droite  n'aurait  plus  alors  de  points  à  une  di- 
stance infinie,  et  l'on  ne  pourrait,  par  un  point  donné,  mener  aucune 
parallèle  à  une  droite  donnée. 

Une  Géométrie  fondée  sur  ces  conceptions  occuperait,  à  coté  de  la 
Géométrie  euclidienne  ordinaire,  mie  place  toute  semblable  à  la  Géo- 
métrie de  Gauss,  de  Lobatcliefsky  et  de  Bolyai,  dont  nous  parlions 
tout  à  l'heure.  Tandis  que  cette  dernière  attribue  à  la  droite  deux 
points  à  l'infini,  l'autre  Géométrie  ne  lui  en  attribue  aucun  (c'est-à- 
dire  qu'elle  lui  attribue  deux  points  imaginaires  à  l'infini).  Entre  les 
deux  se  place,  comme  transition,  la  Géométrie  euclidienne;  elle  at- 
tribue à  la  droite  deux  points  à  l'infini  qui  coïncident. 

Conformément  à  un  mode  de  s'exprimer,  en  usage  dans  la  nouvelle 
Géométrie,  nous  désignerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  ces  trois  Géomé- 
tries  respectivement  sous  les  noms  de  Géométrie  hyperbolique,  ellip- 
tique (^)  ou  parabolique,  suivant  que  les  deux  points  à  l'infini  de  la 
ligne  droite  sont  réels,  ou  imaginaires,  ou  coïncidents. 

II.  —  Représentation  sensible  des  trois  sortes  de  Géométrie 
par  la  détermination  métrique  générale  de  Cayley . 

Le  besoin  de  rendre  appréciable  aux  sens  les  spéculations  très-abs- 
traites qui  ont  conduit  h  l'établissement  de  ces  trois  Géométries  a 
fait  clierclier  des  exemples  de  déterminations  métriques  c[ui  pussent 
être  conçues  comme  des  images  de  ces  Géométries,  et  cjui  missent 
ainsi  en  évidence  leur  encliainement  logicjue  intime. 

La  Géométrie  parabolique  n'a  pas  besoin  d'une  telle  représenta- 
tion, parce  qu'elle  coïncide  avec  la  Géométrie  euclidienne  et  qu'à 
ce  titre  elle  nous  est  familière. 


(•)  Mannigfaltigkeit,  varietas  (Gauss). 

C)  Les  démonstrations  contraires  de  Lejendre  et  de  LoLatchcfsky  supposent,  comme 
nous  l'avons  déjà  remarqué,  l'espace  infini. 

(^)  La  Géométrie  sphérique  ordinaire  doit  être  appelée,  d'après  cela,  une  Géométrie 
elliptique. 
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On  a  indiqué,  pour  la  Géométrie  elliptique  et  la  Géométrie  hyper- 
bolique, des  représentations  qui  mettent  en  évidence  la  nature  de 
ces  Géométries  au  moyen  d'objets  mesurés  dans  le  sens  de  la  détermi- 
nation métrique  euclidienne.  Ces  i-eprésentations  n'expliquent  toute- 
fois que  la  partie  planimétrique  de  ces  Géométries.  Beltrami,  à  qui 
l'on  doit  la  représentation  de  la  Planimétrie  dans  la  Géométrie  hy- 
perbolique ('),  a  démontré  qu'il  ne  pouvait  exister  rien  d'analogue 
pour  l'espace.  L'image  de  la  partie  planimétrique  de  la  Géométrie 
elliptique  est,  comme  on  le  voit  immédiatement,  la  Géométrie  sur  la 
sphère  ou,  plus  généralement,  sur  les  surfaces  de  courbure  constante 
positive.  La  Géométrie  hyperbolique,  au  contraire,  trouve  son  inter- 
prétation sur  les  surfaces  de  courbure  constante  négative.  Cette  der- 
nière interprétation,  malheureusement,  semble  ne  pouvoir  jamais 
fournir  l'intuition  du  plan  tout  entier,  les  surfaces  de  courbure  néga- 
tive constante  étant  toujours  limitées  par  des  arêtes  de  rebrousse- 
ment,  etc. 

Je  vais,  maintenant,  commencer  par  établir,  pour  les  trois  Géomé- 
tries, tant  sur  le  plan  que  dans  l'espace,  des  représentations  qui 
fassent  complètement  apercevoir  leurs  caractères  propres  ;  puis  je 
montrerai  que  ces  représentations  ne  sont  pas  seulement  des  inter- 
prétations de  ces  Géométries,  mais  qu'elles  expriment  leur  nature 
intime  et  conduisent  par  conséquent  à  leur  pleine  compréhension. 

Les  représentations  en  question  considèrent  comme  objet  de  la  dé- 
termination métrique  le  plan  ou  l'espace,  et  emploient  seulement  une 
détermination  métrique  autre  que  l'ordinaire,  et  qui,  entendue  dans 
le  sens  de  la  Géométrie  projective,  se  présente  comme  une  générali- 
sation de  la  détermination  métrique  ordinaire.  Cette  détermination 
métrique  généralisée  a  été  établie  dans  ce  qu'elle  a  d'essentiel  par 
Cayley  (');  seulement  cet  auteur  part  d'un  point  de  vue  tout  dilïé- 
rent  de  celui  que  nous  adoptons  ici.  Cayley  construit  cette  détermi- 
nation métrique  pour  montrer  comment  la  Géométrie  (euclidienne) 
de  la  mesure  peut  être  regardée  comme  un  cas  particulier  de  la  Géo- 


(')  Saggio  di  interpretazione  délia  Geometria  non  euclidea.  Giornale  di  Matema- 
tichc,  t.  VI,   1868. 

(-)  Dans  le  Sixth  Memoir  upon  Quantics,  Philos.  Transact.,  t.  CXLIX.  Voy.  la  tra- 
duction des  Sections  coniques  de  Salmon  par  Fiedler,  2^  édit.  (Leipzig,  1860)  ;  ou  encore 
FiEDLER  ;  Die  Elemente  der  neueren  Géométrie  und  dcr  Algebra  der  hinâren  Formen. 
(Leipzig,  i862.J^ 
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métrie  projective.  Il  ne  considère  que  le  cas  le  plus  simple,  celui  du 
plan.  Il  fait  voir  comment  on  peut,  dans  le  plan,  en  se  fondant  sur 
les  représentations  projectives,  trouver  une  détermination  métrique 
qui  se  rapporte  à  une  conique  donnée  quelconque  comme  à  une  co- 
nique absolue.  Si  cette  conique  dégénère  en  un  couple  imaginaire  de 
points,  on  a  une  détermination  métrique  telle  que  celle  dont  nous 
faisons  usage  (dans  la  Géométrie  euclidienne)-,  on  obtient  précisé- 
ment la  détermination  métrique  ordinaire  lorsqu'on  fait  coïncider 
les  deux  points  fondamentaux  imaginaires  avec  deux  points  détermi- 
nés du  plan,  savoir,  avec  les  deux  points  circulaires. 

Je  vais  ici  présenter  brièvement  l'application  de  cette  détermina- 
tion métrique  de  Cayley  à  l'espace,  en  remplaçant  le  mode  d'exposi- 
tion de  Cayley  par  des  considérations  plus  géométriques. 

Soit  donnée,  comme  surface  fondamentale,  une  surface  du  second 
degré,  supposée  quelconque.  Deux  points  donnés  de  l'espace  déter- 
minent, par  l'intersection  de  la  ligne  qui  les  joint  et  de  la  surface, 
deux  points  sur  cette  dernière.  Les  deux  points  donnés  ont,  avec  ces 
deux  autres  points,  un  certain  rapport  anliarmonique,  et  le  logarithme 
de  ce  rapport  anharmonique  ^  multiplié  par  une  constante  arbitraire  c  (  '  j, 
sera  dit  la  distance  des  deux  points  donnés.  Pareillement,  étant  donnés 
deux  plans,  on  peut,  par  leur  intersection,  mener  deux  plans  tan- 
gents à  la  surface  fondamentale.  Ceux-ci  déterminent,  avec  les  deux 
plans  donnés,  un  certain  rapport  anliarmonique.  Le  logarithme  de  ce 
rapport  anharmonique,  multiplié  par  une  constante  arbitraire  c',  est  ce 
que  nous  appellerons  l'angle  des  deux  plans. 

D'après  ces  définitions,  les  points  de  la  surface  fondamentale  sont 
à  une  distance  infinie  de  tous  les  autres  points  ;  la  surface  fonda- 
mentale est  donc  le  lieu  des  points  infiniment  éloignés.  Pareillement, 
les  plans  tangents  à  la  surface  fondamentale  sont  des  plans  qui 
forment  avec  un  plan  quelconque  un  angle  infiniment  grand.  —  La 
distance  mutuelle  de  deux  points  est  nulle,  lorsque  la  ligne  qui  les 
joint  est  tangente  à  la  surface.  Deux  plans  comprennent  entre  eux  un 
angle  nul,  lorsque  leur  intersection  est  tangente  à  la  surface.  —  On 


(  '  )  Cayley  définit  la  distance  de  deux  points  par  une  formule,  dans  laquelle  on  attribue 
à  cette  constante  une  valeur  particulière  —  \J — i  •  11  en  est  de  même  pour  la  constante 
que  nous  désignerons  tout  à  l'heure  par  c'. 
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entend  par  sphère  une  surface  du  second  degré  qui  touche  la  sur- 
face fondamentale  suivant  une  courbe  plane.  Le  centre  de  la  sphère 
est  le  pôle  du  plan.  —  Au  lieu  des  mouvements  en  nombre  sextu- 
plement  infini,  qui  laissent  invariable  la  détermination  métrique 
ordinaire,  on  a  maintenant  lui  cycle  d'autant  de  transformations 
linéaires.  En  effet,  la  surface  fondamentale,  comme  toute  surface  du 
second  degré  en  général,  se  reproduit  elle-même  après  un  nombre 
sextuplement-  infini  de  transformations  linéaires.  Celles-ci  se  par- 
tagent en  deux  classes  sextuplement  infinies,  suivant  que  les  deux 
systèmes  de  génératrices  rectilignes  de  la  surface  sont  ou  ne  sont 
pas  échangés  entre  eux.  C'est  des  transformations  dé  cette  dernière 
espèce  qu'il  s'agit  ici.  Les  transformations  de  la  première  espèce 
laissent  bien  aussi  les  di/lérences  de  mesure  invariables,  puisqu'elles 
n'altèrent  pas  plus  que  les  autres  les  rapports  anharmoniques  dont 
les  logarithmes  sont  les  diilerences  de  mesure-,  mais  elles  ne  corres- 
pondent pas  aux  mouvements  de  l'espace,  mais  aux  transformations 
de  l'espace  qui  changent  les  figures  de  trois  dimensions  en  des  figures 
égales  par  symétrie  et  placées  d'une  manière  quelconque. 

De  cette  détermination  métrique  générale  résulte,  en  passant  à  la 
limite,  une  Géométrie  métrique  de  même  nature  que  la  Géométrie 
parabolique  ordinaire,  lorsque  la  surface  fondamentale  du  second 
degré  se  change  en  une  section  conique  imaginaire.  Si,  en  particu- 
lier, cette  conique  est  le  cercle  imaginaire  à  l'infini,  on  obtient 
précisément  la  Géométrie  métrique  ordinaire. 

Mais  la  détermination  métrique  projective  générale  donne  aussi, 
pour  une  surface  fondamentale  convenablement  choisie,  une  Géo- 
métrie métrique  qui  représente  les  conceptions  de  la  Géométrie 
elliptique,  et,  à  coté  de  celle-là,  une  autre  qui  représente  les  con- 
ceptions de  la  Géométrie  hyperbolique;  et  ce  sont  là  les  images  des 
Géométries  elliptique  et  hyperbolique  dont  il  a  été  question  plus 
haut. 

On  parvient  à  une  Géométrie  métrique  correspondante  à  la  Géo- 
métrie elliptique,  en  prenant  une  surface  fondamentale  imaginaire. 
Alors  il  est  clair  qu'aucune  ligne  droite  n'a  de  points  à  l'infini,  de 
sorte  que  la  droite  est  comme  une  courbe  fermée  de  longueur  finie. 
On  est  conduit  immédiatement  à  des  formules  (trigonométriques), 
qui  sont  précisément  celles  que  l'on  doit  admettre  dans  la  Géométrie 
elliptique.  Ce  sont  les  formules  de  la  trigonométrie  sphérique  ordi- 


348  BULLETIN  DES  SCIENCES 

naire,  dans  lesquelles  le  rayon  de  la  sphère  est  représenté  par  la 

c 
constante  ■ • 

On  obtient  une  Géométrie  correspondante  à  la  Géométrie  hyper- 
bolique, en  prenant  une  surface  fondamentale  réelle  et  non  réglée, 
et  ayant  égard  aux  points  situés  dans  son  intérieur.  Cette  restriction 
à  l'intérieur  de  la  surface  est  indiquée  naturellement  5  car,  en  sup- 
posant que  l'on  &e  trouvât  à  l'intérieur  de  la  surface,  et  c[uc  l'on  ne 
put  changer  son  lieu  dans  l'espace  qu'au  moyen  des  transformations 
linéaires  à  trois  dimensions  qui  représentent  les  mouvements  de 
l'espace  dans  la  détermination  métrique  obtenue,  alors  on  ne  pour- 
rait jamais  sortir  de  l'intérieur  de  la  surface  du  second  degré,  située 
à  l'infini  (dans  cette  détermination  métrique).  Au  delà  de  la  surface 
fondamentale,  il  existerait  alors  une  autre  portion  d'espace,  sur 
l'existence  de  laquelle  on  ne  sait  rien,  et  c|ui  ne  se  fait  remarquer 
que  parce  que  deux  droites  c[uelconc[ues  situées  dans  un  mèmc'  plan 
ne  se  couperaient  pas  toujours,  si  l'on  ne  supposait  pas  une  telle 
portion  d'espace.  —  Si  l'on  se  borne  maintenant  aux  constructions 
qui  ne  sortent  pas  de  l'intérieur  de  la  surface,  alors,  en  faisant  usage 
de  la  détermination  métrique  correspondante,  ces  constructions 
seront  soumises  alîsoluincnt  aux  lois  que  la  Géométrie  hyperbolique 
établit  en  général  pour  les  constructions  dans  l'espace.  Toute  droite, 
par  exemple,  a  deux  points  réels  à  l'inlini  5  car  toute  droite  passant 
dans  l'intérieur  de  la  surface  coupe  cette  surface  en  deux  points 
réels.  Par  un  point,  on  peut  mener  à  une  droite  deux  parallèles, 
savoir,  les  deux  lignes  qui  joignent  ce  point  avec  les  deux  points 
d'intersection  de  la  droite  donnée  et  de  la  surface  fondamentale.  Un 
triangle  dont  les  sommets  sont  à  l'infini,  c'est-à-dire  dont  les  som- 
mets sont  situés  sur  la  surface  fondamentale,  a  une  somme  d'angles 
égale  à  zéro.  Car  deux  lignes  quelconques  qui  se  coupent  sur  la  sur- 
face fondamentale  (deux  parallèles  quelconques)  comprennent  entre 
elles  un  angle  nul,  etc.  Enfin,  la  constante  c,  par  laquelle  doit  être 
multiplié  le  rapport  anharmonique  correspondant,  pour  donner  la 
distance  de  deux  points,  représente  la  constante  caractéristique 
mentionnée  plus  haut,  qui  se  préseule  dans  la  Géométrie  hyper- 
bolique. 
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III.  —  Indépendance  entre  la  Géométrie  projective  et   la  théorie  des 
parallèles.  Établissement  des  ti'ois  sortes  de  Géométrie  métrique. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  trouvé,  pour  les  Géométries 
elliptique  et  hyperbolique,  des  images  adéquates  dans  la  détermi- 
nation métrique  générale  de  Cayley,  en  supposant  la  surface  fonda- 
mentale tantôt  imaginaire,  tantôt  réelle  et  non  réglée.  Nous  avons 
eu  pareillement  une  image  de  la  Géométrie  parabolique  ordinaire, 
en  concevant  que  la  surface  fondamentale  dégénérait  en  une  section 
conique  imaginaire.  Mais  cette  image  s'est  changée  dans  l'objet  même 
qu'elle  représentait,  c'est-à-dire  dans  la  Géométrie  parabolique, 
lorsque  nous  avons  fait  coïncider  la  conique  fondamentale  avec  une 
conique  déterminée,  qui  est  le  cercle  imaginaire  à  l'infini.  Sembla- 
blement,  les  Géométries  métriques,  que  nous  avons  établies  conune 
images  respectives  des  Géométries  elliptique  et  hyperbolique,  se 
changent  dans  ces  Géométries  mêmes,  quand  on  fait  coïncider  leur 
surface  fondamentale  avec  une  surface  du  second  degré  déterminée 
(avec  la  surface  à  l'infini). 

On  s'en  convainc  en  remarquant  que  la  Géométrie  projective  est 
indépendante  de  la  question  de  la  théorie  des  parallèles  (^).  En  eiîet, 
pour  développer- la  Géométrie  projective  et  démontrer  son  applica- 
tion à  un  espace  donné  limité  quelconque,  il  suffit  de  faire  dans  cet 
espace  des  constructions  qui  ne  conduisent  pas  hors  de  cet  espace,  et 
ne  concernent  que  ce  qu'on  appelle  les  relations  de  situation.  Les  rap- 
ports anharmoniques  (les  seuls  éléments  fixes  de  la  Géométrie  pro- 
jective), naturellement,  ne  doivent  pas  être  alors  définis  comme  des 
rapports  de  segments,  puisque  cela  supposerait  la  connaissance  d'une 
détermination  métrique.  Dans  les  Beitriige  zur  Géométrie  dcr  Loge  (' ;, 
von  Staudt  a  donné  les  matériaux  nécessaires  pour  définir  un  rap- 
port anharmonique  comme  un  nombre  réel.  Des  rapports  anharmo- 
niques nous  pouvons  ensuite  nous  élever  aux  coordonnées  homogènes 


(')  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  a  posteriori.  Car,  en  prenant  pour  base  la 
Géométrie  soit  elliptique,  soit  hyperbolique,  on  peut  établir  la  Géométrie  projective 
absolument  de  la  même  manière  qu'on  le  fait  ordinairement  dans  la  Géométrie  para- 
bolique. 

(')  §  XXVII,  n-»  393. 
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ponctuelles  et  planaires,  qui  ne  sont  autre  cliose  que  les  valeurs  rela- 
tives de  certains  rapports  anliarmoniques,  comme  von  Staudt  l'a 
également  démontré  (M  et  comme  Fiedler  l'a  récemment  prouvé  de 
nouveau  (^).  La  question  de  savoir  si,  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
des  coordonnées,  on  peut  trouver  aussi  des  éléments  d'espace,  reste 
indécise.  Si  cela  n'a  pas  lieu^  rien  n'empèclie,  pour  répondre  à  ces 
valeurs  des  coordonnées,  de  joindre  aux  éléments  réels  de  l'espace 
des  éléments  impropres.  C'est  ce  qui  se  fait  dans  la  Géométrie  para- 
bolique, quand  on  parle  du  plan  à  l'infini.  Si  l'on  prenait  pour  base 
la  Géométrie  hyperbolique,  c'est  toute  une  portion  d'espace  que  l'on 
aurait  à  ajouter.  Au  contraire,  dans  la  Géométrie  elliptique,  il  n'y 
aurait  lieu  à  aucune  adjonction  d'éléments  impropres. 

La  Géométrie  projective  étant  ainsi  développée,  on  pourra  établir 
la  détermination  métrique  générale  de  Cayley.  Celle-ci  reste  sans 
altération,  comme  nous  l'avons  indiqué  plus  liant,  lorsqu'on  opère 
des  transfoi'mations  linéaires,  en  nombre  sextuplement  infini,  que 
nous  avons  appelées  les  mouvements  de  l'espace. 

Passons  maintenant  à  la  considération  des  mouvements  effectifs  de 
l'espace  et  de  la  détermination  métrique  fondée  sur  ces  mouvements. 
On  voit  que  les  mouvements  en  nombre  sextuplement  infini  sont  au- 
tant de  transformations  linéaires.  Ces  mouvements  laissent  en  outre 
invariable  une  surface,  la  surface  des  points  à  l'infini. 

Mais  comme  on  peut  aisément  le  démontrer,  il  n'y  a  plus  main- 
tenant d'autres  surfaces  C|ui  reviennent  à  leur  premier  état  après  des 
transforjnations  linéaires  en  nombre  sextuplement  infini,  si  ce  n'est 
les  surfaces  du  second  degré  et  leurs  variétés.  Les  points  à  l'infini 
forment  ainsi  une  surface  du  second  degré,  et  les  mouvements  de  l'es- 
pace se  confondent  parmi  ces  cycles  sextuplement  infinis  de  trans- 
formations linéaires,  qui  laissent  invariable  une  surface  du  second 
degré.  On  voit,  d'après  cela,  comment  la  détermination  métrique 
donnée  effectivement  se  confond  dans  la  détermination  projective 
générale.  Tandis  que  celle-ci  emploie  une  surface  du  second  degré 
que  l'on  peut  choisir  à  volonté,  cette  surface,  dans  la  première  déter- 
mination, est  donnée  une  fois  pour  toutes. 

L'espèce  de  cette  surface  du  second  degré,  qui  doit  servir  de  base 


(')  Beitrdf^'e,  §  XXIX,  n»  411. 

(,')  Vierteljahrsschrift  der  naturforschciiden  Gesellschaft  in  Zurich,  XV,  2,  1871. 
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à  la  détermination  métrique  effective,  peut  être  maintenant  définie 
avec  plus  de  précision,  en  remarquant  qu'un  plan,  tournant  conti- 
nuellement autour  d'un  axe  situé  dans  ce  plan  à  une  distance  finie, 
revient  à  sa  position  initiale.  Cela  veut  dire  que  les  deux  plans  tan- 
gents que  l'on  peut  mener  à  la  surface  fondamentale  par  une  droite 
située  à  distance  finie  sont  imaginaires  -,  car,  s'ils  étaient  réels,  il  se 
trouverait,  dans  le  faisceau  de  plans  corres{3ondants,  deux  plans  réels 
à  l'infini  (c'est-à-dire  des  plans  qui  forment  avec  tous  les  autres  un 
angle  infiniment  grand),  et  alors  aucune  rotation  continuée  dans  un 
même  sens  ne  pourrait  ramener  un  plan  du  faisceau  à  sa  position  ini- 
tiale. 

Or,  pour  que  ces  plans  soient  imaginaires,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  pour  que  le  cône  tangent  à  la  surface  fondamentale  qui  part 
d'un  point  de  l'espace  (accessible  pour  nous  par  des  mouvements) 
soit  imaginaire,  on  ne  peut  imaginer  que  trois  cas  : 

1 .  La  surface  fondamentale  est  iînaginaire,  ce  qui  donne  la  Géo- 
métrie elliptique. 

2.  La  surface  fondamentale  est  réelle,  non  réglée,  et  nous  environne. 
C'est  l'hypothèse  de  la  Géométrie  hyperbolique. 

3.  Cas  fokmant  la  transition.  —  La  surface  fondamentale  est  dé- 
générée en  une  courbe  imaginaire.  C'est  l'hypothèse  de  la  Géométrie 
parabolique  ordinaire . 

Nous  sommes  ainsi  conduits  précisément  aux  trois  sortes  de  Géo- 
métrie, que  l'on  a  établies,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  §  I,  en 
partant  de  considérations  toutes  ditférentes. 
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REVUE  DES   PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  A.  Clebsch 
und  C.  Neumann. 

T.  m,  1870-71  (*). 

KôjviGSBERGER.  —  Lci  transformation  linéaire  des  fondions  9  de 
M.  Hermite.  (10  p.;  ail.) 

Dans  son  Mémoire  sur  la  résolution  de  V équation  du  5'  degré  (*), 
M,  Hermite  a,  le  premier,  fait  ressortir  l'extrême  importance,  dans 
la  théorie  des  nombres  et  dans  les  recherches  algébriques,  des  valeurs 
trouvées  par  Jacobi  pour  la  racine  quatrième  du  module  d'une  inté- 
grale elliptique. 

Soient  K  et  K'  les  fonctions  complètes  de  l'intégrale  elliptique 


/ 


^  et     Q  =  e   ^^ 


\/i  —  /f^  sin'© 


Jacobi  a  donné  les  expressions  suivantes  pour  la  racine  quatrième  du 
module  et  de  son  complément 


En  posant  q  =  e"'",  M.  Hermite  a  désigné  \/k  par  <jp  (w)  et  \//f'  par 

iiztti 

^  (w).  Alors  \/q  est  remplacée  par  e  "  et  les  fonctions  sont  affranchies 
de  l'ambiguïté  qui  tient  à  la  présence  de  ^q  dans  la  première.  Les 
propriétés  fondamentales  de  ces  fonctions  découlent  des  relations 
évidentes 

Cela  posé,  M.  Hermite  a  indiqué  les  valeurs  que  prennent  les 


(')  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  173. 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXI. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  H.  (Décembre  1871.)  38 
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fonctions  cf»  et  <!/  quand  on  effectue  sur  la  fonction  elliptique  l'une 
quelconque  des  6  transformations  fondamentales  du  i^"^  ordre.  Ces 
formules,  qu'on  peut  lire  à  la  page  4  du  Mémoire  de  l'illustre  analyste, 
avaient  été  données  sans  démonstration.  M.  Konigsberger,  qui,  dans 
son  Livre  (^),  avait  déjà  démontré  celles  qui  lui  étaient  nécessaires, 
complète  ici  ses  reclierclies  et  donne  la  démonstration  de  toutes  les 
formules. 

Wiener  (Chr.).  —  De  la  correspondance  multiple  entre  deux 
figures  planes.  (aSp.^all.) 

On  a  examiné  jusqu'ici  surtout  les  modes  de  transformation  dans 
lesquels  à  un  point  de  l'une  des  figures  correspond  un  point  de 
l'autre,  et  réciproquement.  M.  Cremona,  dans  un  travail  déjà  an- 
cien et  que  nous  analyserons,  a  donné  un  procédé  général  par  le- 
quel on  peut  trouver  tous  les  modes  de  transformation  jouissant  de 
la  propriété  que  nous  venons  d'indiquer.  Le  plus  connu  est,  comme 
on  sait,  la  transformation  de  Magnus,  dans  laquelle  à  une  droite  cor- 
respond une  conique.  M.  Wiener  examine  les  cas,  beaucoup  moins 
étudiés,  dans  lesquels  à  i  point  de  chaque  figure  peuvent  corres- 
pondre plusieurs  points  de  l'autre.  On  a  ainsi  des  modes  de  transfor- 
mation qui  se  prêtent  naturellement  à  la  démonstration  et  à  l'exten- 
sion des  théorèmes  de  Géométrie.  C'est  par  de  telles  applications 
que  se  termine  le  travail  de  M.  Wiener. 

Weyr  (Em.).  —  De  la  génération  des  courbes  par  les  involutions  pro- 
jectives.  (i  i  p.  ^  ail.) 

La  notion  des  involutions  de  degré  supérieur  est,  depuis  long- 
temps déjà,  acquise  à  la  science.  Si  l'on  désigne  par  x  l'abscisse  d'un 
point  sur  une  droite,  l'équation 

f{x)  —  ^{x)  =  o 

donnera,  quand  on  fera  varier  X,  des  groupes  de  points  formant  une 
involution  de  degré  supérieur.  L'ordre  de  cette  involution  est  le 
nombre  de  points  correspondant  à  chaque  valeur  de  "k. 

On  peut  aussi  considérer,  au  lieu  des  points  sur  une  droite,  des 
droites  passant  par  un  point  fixe. 


(')    Die  Traïuformntion,  die  Multiplication    tmd  clic  Dlodulargleichmigeii  dcr  ellipti- 
sclien  Fiinctioiie/i.  Leipzig,  Teubner,   1868. 
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Soient 

f—lo=o,    /'— p9'=o 

les  équations  de  deux  involutions;  si  l'on  établit  entre  X  et  |^i  la  rela- 
tion homograpliique 

AV  +  BA-f-Cp. -f-D  =  o, 

à  chaque  valeur  de  A  correspond  une  valeur  de  fx  ;  on  a  donc  un  fais- 
ceau de  rayons  (déterminé  par  1)  pour  chaque  faisceau  de  droites 
(déterminé  par  p).  Si  les  deux  faisceaux  n'ont  pas  la  même  origine, 
les  droites  homologues  se  coupent  en  une  série  de  points  formant  une 
courbe  dont  l'ordre  et  les  propriétés  dépendent  de  celles  des  deux 
involutions. 

Clebsch  (A.). —  Sur  la  relation  entre  la  biasectioti  des  fonctions  abé- 
liennes  et  certaines  représentations  d'une  classe  de  surfaces  algébriques. 
(3ip.;all.) 

Les  surfaces  qui  ont  été  jusqu'ici  représentées  sur  le  plan  se  divi- 
sent en  2  classes  bien  distinctes.  Les  unes,  pour  lesquelles  la  repré- 
sentation s'eiTectue  sans  difficulté  préalable,  ne  peuvent  être  re- 
présentées que  d'une  seule  manière  sur  le  plan.  A  cette  classe 
appartiennent,  par  exemple,  les  surfaces  d'ordre  n  ayant  un  point 
multiple  d'ordre  n  —  i ,  les  surfaces  gauches  du  3*^  ordre,  celles  du  4* 
ayant  une  courbe  double  du  3*^  ordre,  les  surfaces  du  5^  ordre  ayant 
une  courbe  double  du  3''  ou  composée  de  2  droites  ne  se  rencontrant 
pas. 

D'autres  surfaces,  au  contraire,  sont  susceptibles  de  représenta- 
tions qui  s'olfrent  ensemble;  on  ne  peut  effectuer  de  telles  repré- 
sentations qu'après  avoir  résolu  une  équation  de  degré  supérieur, 
dont  les  racines  déterminent  des  éléments  géométriques  remarquables 
de  la  surface.  Par  exemple,  dans  le  cas  des  surfaces  du  3^  ordre,  on 
a  à  résoudre  l'équation  aux  2y  droites.  On  a  vu  de  môme  (*)  que, 
pour  représenter  la  surface  du  4^^  ordre  ayant  une  droite  double,  il 
est  indispensable  de  connaître  certaines  coniques,  en  nombre  limité, 
se  trouvant  sur  la  surface,  etc. 

Le  but  du  travail  important  de  M.  Clebsch  est  de  démontrer  que 
les  surfaces  de  cette  dernière  classe  possèdent  une  propriété  com- 


(')  Voir  UiiUetiii,  t.  Il,  p.  221. 
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mune.  Elles  sont  toutes  susceptibles  d'être  représentées  sur  un  plan 
douille,  et  la  détermination  de  ces  éléments  géométriques  singu- 
liers qui  doit  être  faite  pour  effectuer  la  représentation  (droites,  co- 
niques, etc.),  est  ainsi  ramenée  à  la  division  des  fonctions  abé- 
liennes.  On  aperçoit  toute  l'importance  de  ces  résultats. 

Stiirm  (R.)- —  "S"'"  ^«  surface  romaine  de  Steiner.  (48  p.;  ail.) 
On  sait  qu'il  y  a  quelques  années  parurent  une  série  de  travaux 
sur  cette  surface  rcinarquable,  la  plus  simple  après  les  surfaces  du 
1^  degré.  M.  Kummer  présenta,  en  juillet  i868,  à  l'Académie  de 
Berlin,  un  travail  sur  les  surfaces  du  4"  ordre  qui  peuvent  être  en- 
gendrées par  des  coniques.  Parmi  ces  surfaces  s'en  trouvait  une 
ayant  3  droites  doubles  concourant  en  un  point  triple,  et  qui,  par 
suite,  avait  la  propriété  d'être  coupée  suivant  2  coniques  par  cha- 
cun de  ses  plans  tangents.  Steiner  avait  étudié  cette  surface  vingt- 
cinq  années  auparavant,  et  avait  communiqué  à  M.  Weicrstrass  les 
résultats  de  ses  reclierches,  demeurées  inédites.  MM.  Sclirotcr  (*), 
Cremona  ('),  Cayley  (^)  ont  publié,  après  MM.  Kummer  et  Weicr- 
strass, une  première  série  de  travaux  importants  sur  la  surface  de 
Steiner.  Depuis,  MM.  Clebscli(*),  Cremoaa  ("'')  ont  publié  sur  cette 
question  de  nouvelles  reclierclics  aiialy tiques  et  géométriques. 
Citons  encore,  pour  être  complet,  MM.  lleye  (*),  Moutard,  Cre- 
mona C)  qui  ont  donné  de  nouvelles  propriétés  de  la  surface  et 
l'ont  rencontrée  dans  d'intéressantes  recliercbes  géométriques. 

iNl.  Sturm  publie,  à  son  tour,  une  étude  intéressante  et  détaillée  de 
la  surface  romaine,  où  il  la  considère  plus  spécialement  comme  étant 
de  la  3^  classe.  Son  Mémoire  contient,  en  particulier,  l'étude  des 
courbes  du  4*^  ordre  qui  se  trouvent  sur  la  surface.  L'auteur  emploie 
les  méthodes  de  la  Géométrie  pure. 


(')  Journal  de  Dorcliaidt,  t.  64,  p.  66. 

(-)  Id.,  t.  63,  p.  3i5. 

(»)  Id.,  t.  64,  p.  172. 

[*)  Id.,  t.  67,  p.  I. 

(^)  Rappresentazione  délia  superfcie  di  Steiner,  ccc.,  sopra  un  piano.  Reiidiconti  dcl 
R.  Istituto  Lonibardo,  1867. 

C)  Géométrie  dcr  La^e,  2^  partie,  p.  2/17. 

(')  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  3^  ordre.  {Journal  de  Borchardt, 
t.  68,  p.  I  et  /19.) 
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LxJuoTH  (J.).  —  Bésolution  de  quelques  problèmes  sur  les  coniques 
dans  V espace.  (lo  p.  ^  ail.) 

L'auteur  se  propose  le  problème  principal  suivant  : 

Déterminer  le  laombre  des  coniques  qui  coupent  en  3  points  une 
courbe  gauche  de  4*^  ordre  et  de  i"  espèce,  et  en  un  point  5  cordes  de 
cette  courbe,  sans  passer  par  les  points  communs  à  chaque  corde  et 
à  la  courbe. 

Il  y  a  2  coniques  satisfaisant  à  ces  conditions.  Dans  la  recherche 
difficile  de  cette  question  l'auteur  rencontre  quelques  propositions 
intéressantes,  telles  que  les  suivantes  : 

Les  plans  des  coniques  rencontrant  3  cordes  données  de  la  courbe, 
et  la  coupant  en  3  points  enveloppent  une  surface  de  la  6®  classe. 

Les  plans  des  coniques  rencontrant  4  cordes  en  un  point  et  la 
courbe  en  3  points  enveloppent  une  développable  de  la  4*  classe. 

ScHLAEFLi  (L.).  —  Remarques  sur  les  recherches  de  M.  Neumann  rela- 
tives aux  fondions  de  Bessel.  (10  p.  ;  ail.) 
L'auteur  part  de  la  formule  suivante 

¥{a,x)  =2^  f(;z-Hi)r(^-r;7T7] 

cjui  définit  une  fonction  satisfaisant  à  l'équation  dliférentielle 
d^y  dy 


dx  '  dx 


r- 


Zeuthen  (H. -G.).  —  Nouvelles  démonstrations  de  théorèmes  sur  des 
séries  de  points  correspondants  sur  1  courbes.  '^7  p.  ;  fr.) 

Dans  cette  Note,  M.  Zeuthen  se  propose  d'établir  parla  Géométrie 
plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  courbes  qui  se  correspondent  point 
par  point.  Seulement  il  généralise  la  question  en  supposant  qu'à  un 
point  de  l'une  correspondent  plusieurs  points  de  l'autre.  Soient  (Ci  ), 
(C2)  les  2  courbes.  Si  à  un  point  de  l'une  correspond  un  seul  point 
de  l'autre,  les  genres  des  2  courbes  sont  les  mêmes.  C'est  le  théorème 
de  Riemann.  L'auteur  donne  des  théorèmes  très-intéressants  relatifs 
à  des  cas  plus  difficiles  et  ces  propositions  peuvent  être  considérées 
comme  une  extension  des  théorèmes  de  Riemann. 

Meyer  (G. -F.).  —  Note  sur  deux  intégrales  définies  qui  se  présentent 
dans  la  théorie  de  la  chaleur.  (3  p.  ;  ail.) 
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Ces  intégrales  sont  celles  qu'on  détermine  par  les  formules 

C^        .  COS  a^    ,  I     ^         ,.  COS         _ 

J^  sin  ^'  2.y^^        sin     v^ 

NoETHER  (M.). —  Sur  lea  surfaces  qui  possèdent  des  séries  de  courbes 
rationnelles.  (67  p.;  ail.) 

Weyr  (Em.).  —  Construction  des  rayons  de  courbure  et  des  directions 
principales  en  un  point  d'une  surface  quelconque.  (7  p.  i  ail.) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  à  point  double  du  y  ordre.  (3  p.; 
ail.) 

Le  but  de  l'auteur  est  de  démontrer  d'une  manière  simple,  pour 
ces  courbes,  les  théorèmes  sur  les  polygones  inscrits  donnés  par 
Steiner  [Journal  de  Crclle,  t.  32,  p.  182)  pour  les  courbes  générales 
du  3^  degré. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  dans  un  fluide. 
(25  p.  ^  ail.) 

La  première  idée  de  déterminer  le  mouvement  d'un  corps  dans 
un  fluide  en  mouvement  est  due  à  Dirichlet.  Il  donna  la  solution 
relative  à  une  sphère  en  iSSa  (dans  les  Monalsberichle  et  les  Mémoires 
de  l'Académie  de  Berlin).  A  la  suite  de  ce  travail,  M.  Clebsch  traita 
le  problème  général  dans  le  t.  52  du  Journal  de  Crelle.  La  question  a 
été  examinée  par  MM,  Hoppe  [Ann.  de  Po(jg..,  t.  LXIII),  Thomson 
et  Tait. 

Récemment,  dans  le  l.  71  du  Journal  de  Borcliardf,  M.  Kirchholï" 
a  donné  aux  équations  difFérenlielles  une  iorme  très-élégante  qui  est 
le  point  de  départ  des  recherches  de  M.  Clebsch. 

Les  équations  principales  de  M.  Kirchho]!" sont  les  suivantes  : 


(1 


d   dT  _ 
dl   du 

d'ï 

d'ï 

d    d'ï 

dT 

d'ï 

dl   dv 

du 

l\Uv 

d   d'ï 

dl  (}w 

d'ï 

-  1>  - — 
'    dv 

d'ï 

-  '^  d7c 
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d  dT          dT 
dl  dp           dw 

dT          dT          dT 

dv        ^  dr           dq 

d   dT  _     dT 
dl  dq           du 

dT          dT          dT 

U- h    /    -T p  -y- 

dw           dp       '    dr 

d   dT  _      dT 
dl  dr           dv 

dT          dT          dT 
du       "^  dq          dp 

M 


Dans  ces  équations,  T  représente  la  force  vive  totale  et  une  fonction 
du  2^  degré  de  m,  c,  vv,  />,  g,  r  avec  des  coefficients  constants.  Après 
ces  équations,  on  a  à  en  intégrer  d'autres,  qui  se  présentent  dans  tous 
les  problèmes  relatifs  aux  corps  solides,  et  que  M.  Clebsch  examine 
tout  d'abord,  pour  montrer  que  leur  intégration  ne  présente  pas  de 
difficulté  essentielle. 

M.  Clebsch  commence  par  transformer  les  équations  précédentes, 
en  prenant  comme  inconnues  les  6  dérivées  de  la  fonction  T.  La  fonc- 
tion T  qui  exprime  la  force  vive  en  fonction  des  nouvelles  variables  est 
encore  du  2^  degré,  et  les  équations  prennent  la  forme  remarquable 

dx,  dT  dT 

dt  dfi  Oy'i 

dr>  __      dT^_       dT  dT^  _       </£ 

dt  ~  ""'  dx,       ^'  dx,  "*"  ^'  df,       ^'  df,  ' 

On  obtient  quatre  autres  équations  en  effectuant  une  permutation 
des  indices. 

Cela  posé,  on  a  les  trois  intégrales  données  par  M.  Kirclilioff, 

2T  =  L, 

X]  A-  X\  -\-x\  r=:M, 

Xi  j,  +  x^y:,-\-  XiXi  =  N. 

Comme  le  temps  ne  figure  pas  dans  les  équations  diilerentielles,  on 
obtiendra  par  une  quadrature  la  quatrième  intégrale.  D'ailleurs,  on 
reconnaît  facilement  que  le  multiplicateur  des  équations  différen- 
tielles est  égal  à  l'unité.  On  voit  donc  que  si  l'on  connaît  une  qua- 
trième intégrale  le  problème  pourra  être  considéré  comme  complète- 
ment résolu. 

Les  cas  examinés  par  M.  Kircbhoff  correspondent  à  ceux  où  cette 
quatrième  intégrale  est  linéaire  par  rapport  aux  quantités  a*,,  y^. 
M.  Clebsch  examine  une  question  plus  générale  et  détermine  les  cas 
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dans  lesquels  cette  intégrale  est  du  i^  degré  par  rapport  aux  mêmes 
quantités.  Ces  cas  sont  au  nombre  de  trois. 

Dans  le  premier,  la  fonction  T  doit  avoir  la  forme 

où  T,  est  une  fonction  arbitraire  de  x,. 

Dans  le  second,  l'intégrale  est  un  carré  parfait  ^  c'est  à  cette  liypo- 
tlièse  que  se  rapportent  les  intégrations  effectuées  par  M.  Kirclihoff. 

Enfin,  dans  le  troisième  cas,  la  fonction  aT  peut  être  ramenée  à 
la  forme 

2T  =  rt,  x\  -\-  a-ixl-^  aiX\  +  h^y'\  4-  hiy\  +  63  j,, 

où  l'on  a,  entre  les  constantes,  l'unique  équation 

a.  —  «,       «3  —  rti    .    «I  —  «2 


b,  b,  bi 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  signification  d'un  invariant  simultané  d'une 
forme  binaire  quadratique  et  d'une  forme  binaire  biquadralique .  (2  p.  ; 
ail.) 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  formes  binaires  algébriques. 
3  p.  5  ail.) 

L'auteur  fait  remarquer,  que  si  l'on  considère  l'ensemble  des  formes 
binaires  adjointes  à  une  forme  donnée,  on  peut  se  proposer  de  les 
ramener  au  plus  petit  nombre  possible,  en  partant  de  deux  points  de 
vue  essentiellement  distincts. 

On  peut  d'abord  chercher  le  système  le  moins  étendu  de  formes 
dont  tous  les  invariants  et  covariants  peuvent  être  considérés  comme 
des  fonctions  entières  avec  des  fonctions  numériques.  C'est  là  le  but 
des  travaux  de  M.  Gordan,  indiqués  antérieurement  dans  ce  Bulletin. 
La  seule  difficulté  qui  se  présente  ici  consiste  dans  la  détermination 
des  formes  qui  sont  suffisantes  pour  exprimer  toutes  les  autres. 

La  seconde  manière  d'effectuer  la  réduction  des  formes  à  un 
nombre  limité  d'entre  elles  a  déjà  été  développée  par  M.  Hci-mite.  Il 
s'agit  alors  d'exprimer  rationnellement  les  invariants  et  les  covariants 
par  un  nombre  limité  d'entre  eux,  de  manière  que  dans  le  dénomi- 
nateur il  ne  figure  que  des  puissances  d'un  seul  et  même  covariant 
ou  invariant.  La  théorie  des  formes  associées  de  M.  Ilermite  conduit 
à  l'examen  de  cette  question.    On   obtient  un   système   simple  de 
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formes  associées  (c'est-à-dire  de  formes  telles  que  toutes  les  autres 
s'expriment  rationnellement  par  celles-là)  delà  manière  suivante. 
Soit  /=  f{xi^  Xçi)  la  forme  donnée 5  soit  d'ailleurs 

y]  =^,jj  — j,  x,; 

on  pourra  exprimer  les  y  linéairement  en  fonction  des  ^,  ïî  et  l'on 
aura 

I  ■ a^t,"    '/2'+ 

\  I  .-2.5 

Si  l'on  forme  maintenant,  au  moyen  de  cette  équation,  les  inva- 
riants et  les  covariants  dey(yi,  7/2),  et  que  l'on  fasse  dans  ces  expres- 
sions t/i  =  j^i,  y,  =  ^25  ("'î  =  o,  ^  =J^^  on  obtient  toutes  les  formes 
adjointes  à  y  comme  fonctions  rationnelles  de  n  formes  /,  ^2,  ç^s,.-, 
a)„,  et  dans  le  dénominateur  figure  simplement  une  puissance  de  J\ 

Cela  posé,  on  reconnaît  qu'il  ne  peut  exister  entre  les  covariants 
y!,  ^2,  93  aucune  relation  avec  des  coefficients  purement  numériques. 
Mais  on  peut  se  demander  s'il  n'est  pas  possible  d'exprimer  ces  co- 
variants par. une  série  de  covariants  plus  simples,  de  telle  manière 
qu'il  n'apparaisse  de  nouveau  dans  les  dénominateurs  que  des  puis- 
sances de  f.  Et  cela  est,  en  elTet^  possible  :  on  peut  démontrer  le 
théorème  suivant,  qui  est  l'objet  du  travail  de  M.  Clebscli. 

Soient 

les  représentations  symboliques  des  covariants  de  J"  qui  sont  du 
2^  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  J^]  on  peut  exprimer  les 
formes  ©27  ?3v  •  •?  ?«  (^^^  P^''  suite,  tous  les  invariants  et  covariants) 
rationnellement  en  fonction  de  y,  des  «p  et  des  déterminants  fonc- 
tionnels des  (j;  et  de  /,  et  il  n'apparaît  dans  les  dénominateurs  des 
expressions  rationnelles  que  les  puissances  de  f. 

Cayley  (A.).  —  Noie  sur  la  théorie  des  invariants.  (4  p.  '-,  angl-) 

GujN'DELFircGER.  (S.).  —  Ileuiarques  sur  la  résolution  des  équations  du 
y  degré.  (4  p-  '■,  ail.) 
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GoTTiKG  (Tl.).  —  Sur  les  dérivées  successives  de  V expression  x^^  où  x 
désigne  une  fonction  quelconque  dime  variable  indépendante.  (lo  p.  ^ 
ail.) 

L'auteur  démontre  des  formules  intéressantes  relatives  aux  déri- 
vées d'une  puissance.  Une  de  ces  formules  est  la  suivante  : 


=S 


ù  l'on 


P„  z=  1 . 2 . 3 . . .  a, 
i 

I  }t|  +    2  ^2  +    3  ).3  .   .    .    =   /i. 


ScHLAEFLi.  —  Sur  la  série  hypergéométrique  de  Gauss.  (lo  p.  -,  ail.) 
Dans  un  important  Mémoire  sur  cette  théorie,  Riemann  indique 
qu'il  y  a  deux  méthodes  pour  arriver  aux  propriétés  de  la  fonction 
définie  par  cette  série.  On  peut  employer  soit  l'équation  différen- 
tielle, à  laquelle  satisfait  la  fonction,  soit  sa  représentation  par 
des  intégrales  définies.  Riemann  laisse  de  côté  ces  deux  méthodes 
pour  définir  la  fonction  par  ses  singularités,  et,  à  la  fin  seulement 
de  son  Mémoire,  il  montre  qu'il  y  a  une  fonction  jouissant  des  pro- 
priétés posées  a  priori,  et  que  cette  fonction  est  précisément  celle 
qui  est  définie  par  la  série  hypergéométrique.  M.  Schlâfli  étudie 
cette  fonction  eu  la  considérant  comme  une  intégrale  définie. 

ScHRÔDER  (E.). —  Sur  les  opérations  répétées,  (ay  p.  ^  ail.) 
Il  s'agit  de  la  répétition  des  opérations  analytiques  effectuées  sur 
une  variahle  indépendante.  On  considère  les  fonctions 

F{z),     FF(z)  =  P(z),...,     Fï(2)=F[Fï-(z)]. 

Le  premier  cas  examiné  se  rapporte  à  la  fonction 

qui  a  été  traitée  à  ce  point  de  vue  par  MM.  Hoppe  et  J.-A.  Serret. 

L'auteur  donne  ensuite  deux  théorèmes  généraux,  dont  il  fait  des 

applications  à  des  fonctions  rationnelles,  elliptiques,  circulaires,  etc. 

Zeuthejv  (H. -G.). —  Addition  au  Mémoire  sur  les  séries  de  points 
correspondants  sur  i  courbes.  (2  p.  ^  fr.} 
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Neumann  (C).  —  Révision  de  quelques  théorèmes  généraux  sur  la 
théorie  du  potentiel  logarithmique.  (20  p.;  ail.) 

L'auteur  fait  remarquer  que,  par  suite  des  découvertes  récentes,  il 
est  nécessaire,  pour  un  grand  nombre  de  recherches,  de  reprendre 
la  théorie  du  potentiel,  soit  pour  établir  les  différents  théorèmes  avec 
toute  la  rigueur  nécessaire,  soit  pour  les  étendre  à  certains  points  de 
vue.  Il  commence  par  la  théorie  du  potentiel  logarithmique. 

Neumann  (C).  —  Recherches  sur  le  mouvement  d'un  corps  solide. 
(op.;  ail.) 

Dans  cet  article,  l'auteur  communique  les  résultats  qu'il  a  obte- 
nus sur  des  problèmes  de  Mécanique,  tel  que  le  suivant  : 

On  donne  un  pendule  ordinaire  qui  oscille  sous  l'influence  de  la 
pesanteur  autour  de  son  axe  fixe  et  horizontal.  Ce  pendule  est  formé 
d'un  corps  à  l'intérieur  duquel  se  trouve  un  espace  vide  ;  dans  ce 
vide  on  a  placé  un  corps  homogène  de  révolution,  dont  l'axe  de  révo- 
lution est  attaché  au  corps  ;  à  l'origine  du  mouvement,  ce  noyau  exté- 
rieur a  reçu  un  choc,  et  il  tourne  autour  de  son  axe.  Quelle  est 
l'influence  que  ce  noyau  tournant  à  l'intérieur  du  corps  exerce  sur 
les  oscillations  du  pendule  ? 

GoRDAN  (S.).  —  Sur  la  formation  de  la  résultante  de  deux  équations. 
(6*0  p.  ;  ail.) 

Ce  travail  contient  de  nombreux  résultats  sur  la  théorie  des  inva- 
riants et  covariants  et  sur  les  expressions  remarquables  de  la  résul- 
tante de  deux  formes  binaires  soit  du  même  degré,  soit  de  degré 
différent.  Le  Mémoire  contient,  par  exemple,  le  tableau  développé 
des  opérations  à  faire  pour  trouver  la  résultante  de  deux  formes  du 
5"  degré,  de  deux  formes  l'une  du  5*^  et  l'autre  du  4^5  etc. 

Le  problème  de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations 
a  été,  comme  on  sait,  étudié  par  plusieurs  géomètres.  M.  Cayley  a 
donné  {Philosophical  Transactions,  t.  CXLVII,  p.  yoS,  et  t.  CLVIII, 
p.  173)  des  tableaux  très-complets  contenant  les  résultantes  des 
équations  de  degré  inférieur,  M.  Clebsch,  dans  un  Mémoire  du 
Journal  de  Borchardt,  t.  S8,  p.  278,  a  donné,  sous  la  forme  d'un 
produit  symbolique,  la  résultante  d'une  équation  de  degré  n  et  d'une 
équation  du  2*  degré.  Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Gordan  indique 
une  série  d'opérations  très-simples  par  lesquelles  peuvent  se  former 
les  résultantes  :  enfin,  il  donne  les  covariants  simultanés  qui  s'éva- 
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nouissent  dès  que  les  équations  ont  plus  d'une  racine  commune. 
L'auteur  emploie  les  méthodes  du  calcul  symbolique  sous  la  forme 
que  leur  a  donnée  M.  Aronliold. 

KoKNDÔRFER  (G.).  — ■  Suv  Ics  courbes  gauches  pour  lesquelles  les 
coordonnées  d\n  point  sont  des  fondions  rationnelles  d'un  paramètre. 

(9  P-5  ail.) 

L'auteur  étend  aux  courbes  gauches  plusieurs  des  résultats  donnés 
par  M.  Clebsch,  dans  son  Mémoire  sur  les  courbes  planes  ration- 
nelles. 

Neumann  (C).  —  Révision  de  quelques  théorèmes  généraux  relatifs 
à  la  théorie  du  potentiel  neivtonien.  (11  p.  ;  ail.) 

Mayer  (A.).  —  Sur  la.  méthode  d'intégration  de  Jacobi  pour  les 
équations  différentielles  partielles  du  i"''  ordre.  (18  p.  ;  ail.) 

Le  but  de  ce  travail  remarquable  est  de  perfectionner  en  plusieurs 
points  essentiels  la  première  méthode  d'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  i^""  ordre  que  Jacobi  a  donnée  dans  le 
Journal  de  Crelle^  t.  17,  et  qu'il  avait  déduite  des  découvertes  de 
Hamilton.  On  sait  que  le  théorème  de  Jacobi  peut  s'énoncer  de  la 
manière  suivante  : 

Etant  donnée  l'équation 

^V         /  âV  ây\ 

(!)  ^  + H  (^.r,  .:.,... ,^„,  —,...,    ^J=o, 

pour  en  trouver  une  intégrale  complète,  on  y  remplace  les  dérivées 
-j —  par  pi  et  l'on  intègre  complètement  le  système  suivant  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires 

dxh ^  H       dp/s ^H 

dx       àpi,        dx  ôxh 

On  introduit  à  la  place  des  constantes  amenées  par  l'intégration  les 
suivantes 

«1,  «2,.  . .,  ««,     Al,  b„. .  .,  b„, 

(jui  sont  les  valeurs  des  quantités 

X  If    X-iy   ..,)A»,  p\,    pz)  >    ■    •  )    Put 
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pour  une  valeur  initiale  a  de  x^  cX  l'on  calcule  l'intégrale 

;3)  v=|    ./.(yp.^-HJ, 


qu'on  exprime  en  fonction  des  seules  quantités  ;r ,  oci^. . . ,  a?„ , 
a,,. . .,  a„.  On  a  alors  les  an  équations 

qui  sont  les  intégrales  complètes  des  équations  (2),  et  la  fonction  V, 
augmentée  d'une  constante,  donne  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (i). 

M.  Mayer  fait  remarquer  que  ce  théorème  est  sujet  à  des  excep- 
tions nombreuses.  Toutes  les  fois  que  H,  par  exemple,  sera  homo- 

,  .    ,      d\ 
gène  et  du  i*^""  degré  par  rapport  aux  dérivées  - —  (ce  qui  arrivera 

toutes  les  fois  qu'on  aura  éliminé  la  fonction  antérieurement  par  la 
méthode  de  M.  Bertrand),  on  aura  \'  =  o,  et  le  théorème  ne  pourra 
rien  donner. 

L'auteur  reprend  donc  la  question,  qu'il  traite  d'une  manière  ri- 
goureuse, et  il  substitue  à  la  fonction  V  de  Jacobi  la  suivante 

A  =  ;i  /  k—n  \ 

A'  =  i  \Â  =  i  / 

Alors,  en  exprimant  cette  fonction  V  en  ar,  Xj,. . .,  x„,  61,.  .  .,  6,„  et 
en  la  désignant  alors  par  (V),  la  formule 

V=(V)  4-consl. 

donnera  une  solution  complète  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles (i),  et  les  intégrales  des  équations  (2)  seront 

d[N)  d{Y) 

M.  Mayer  étend  ces  théorèmes  au  cas  où  la  fonction  figure  dans 
l'équation;  il  examine  ensuite  comment  on  peut  simplifier  la  mé- 
thode de  Cauchy  en  l'employant  au  calcul  d'une  intégrale  complète 


366  BULLETIN  DES  SCIENCES 

et  non  de  l'intégrale  générale,  et  enfin  comment,  étant  donnée  une 
intégrale  complète,  on  peut  avec  elle  résoudre  le  problème  de  Cau- 
cliy,  c'est-cà-dire  trouver  une  intégrale  se  réduisant,  pour  une  valeur 
donnée  de  l'une  des  variables  indépendantes,  à  une  fonction  connue 
a  priori  des  autres. 

Spitzer  (S.).  —  Intégration  par  des  intégrales  définies  de  V équation 
différentielle  linéaire 

dans  laquelle  n  désigne  un  nombre  entier  positif  et  A,  B,  C  des  nombres 
constants.  (3  p.  ^  ail.) 

Brill  (A.).  —  Sur  les  points  doubles  des  courbes  rationnelles.  (3  p.  ; 
ail.) 

Brill  (  A.) .  —  Sur  celles  des  courbes  d 'un  réseau  qui  ont  un  contact  de 
1^  ordre  avec  une  courbe  donnée,  [g  p.  ;  ail.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  transformation  des  surfaces  unicursales. 
(6  p.  5  angl.) 

L'éminent  géomètre  examine  dans  cette  Note  une  question  très- 
importante  :  il  donne  des  formules  servant  à  déterminer  l'ordre  et  les 
singularités  de  la  ligne  double  d'une  surface  unicursale  (c'est-à-dire 
qui  peut  être  représentée  sur  le  plan).  Ces  formules  se  vérifient  pour 
celles  de  ces  surfaces  qui  ont  été  examinées  jusqu'ici. 

LoMMEL  (E.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  de  Bessel.  (i3  p.  ;  ail.) 

Stahl  (H.).  —  Sur  la  théorie  des  lignes  de  courbure  et  des  systèmes 
triples  orthogonaux.  (8  p.  ;  ail.) 

L'auteur  indique  un  système  de  variables  dont  le  choix  permet 
d'intégrer  facilement,  et  d'une  manière  uniforme,  des  lignes  de  cour- 
bure dans  les  cas  déjà  examinés  par  les  géomètres. 

KoivDoRFER  (G.).  —  De  la  représentation  d'une  surface  du  4'  ordre 
à  co7iiques  doubles,  dans  le  cas  où  celles-ci  se  décomposent  en  i  droites. 
(27  p.;  ail.) 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  montrent  que  les  propriétés  de 
la  surface  ne  diffèrent  pas  essentiellement  de  celles  (ju'oii  obtient 
dans  le  cas  iiénéral. 
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Meissel. —  Calcul  de  la  totalité  des  nombres  premiers  qui  sont  infé- 
rieurs à  un  million.  (3  p.  ;  ail.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  le  déficient  (ou  genre)  de  certaines  surfaces. 
(4p.5angl.) 

Cette  courte  INote  se  rapporte  à  la  question  difficile  du  genre  d'une 
surface.  L'auteur  donne  quelques  formules  qui  tiennent  compte  d'un 
très-grand  nombre  de  singularités  de  la  surface. 

Geiser  (C.-F.).  —  Note  sur  les  surfaces  minima  algébriques.  (5p.  \ 
ail.) 

L'auteur  obtient  les  théorèmes  suivants  :  L'intersection  d'une 
surlace  minimum  algébrique  avec  le  plan  de  l'infini  ne  peut  se  com- 
poser que  de  droites  et  du  cercle  de  l'infini.  En  un  point  singulier, 
le  cône  des  tangentes  se  réduit  toujours  à  des  plans  et  au  cône  con- 
tenant le  cercle  de  l'infini. 

Le  cône  ou  les  plans  peuvent  subsister  séparément  ou  être  mul- 
tiples. 

RosANES  (J.).  —  Sur  les  équations  différentielles  algébriques.  (12  p.  • 
ail.) 

Etant  donnée  une  équation 

kdx  -irïidy=:  O, 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  de  x  et  de  7,  algébi^iqucs  et  entières,  l'au- 
teur examine  dans  quel  cas  une  telle  équation  a  une  intégrale  algé- 
brique. 

Un  premier  théorème,  généralisé  dans  la  suite  par  l'auteur,  montre 
que  cette  intégrale  doit  être  de  la  forme  C  =  R,  où  R  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x  et  de  j .  Il  faudra  donc  qu'il  y  ait  une  fraction 

Z 

rationnelle  ^1  telle  que  l'expression 


N' 


soit  une  différentielle  exacte.  L'auteur  développe  des  propriétés  des 
polynômes  Z,  N,  en  supposant  qvu^  N  ne  contienne  aucun  facteur 
multiple  et  de  degré  plus  élevé  que  ZA,  ZB.  Le  Mémoire  ne  contient 
d'ailleurs  aucune  application. 

NoETHER  (M.). —  Sur  les  transformation^^  rationnelles  de  l'espace  et 
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leur  application  à  la  représentation  des  surfaces  algébriques.  (34  p.  ^ 
ail.) 

Neiimann   (C).  —  Sur  le  développement  d'une  fonction,  suivant  les 
carrés  et  les  produits  des  fonctions  de  Fourier  et  de  Bessel.  (3o  p.  -,  ail.) 
L'auteur  donne  les  propositions  suivantes  : 


'     '^  Jo 


2°  Si  l'on  a  le  développement  suivant  de  5^'',  au  moyen  des  fonc- 
tions de  Bessel 

z'P  =  aoy{z)-h  a,P{z)-h  ccj'iz)-^..., 
on  aura  aussi 

Z^''  =  '^^\a,[h{z)Y-^a,[3'(z)Y+a,[P{z)Y-+...\, 

les  nombres  n,  p  étant  entiers  positifs. 

3'^  Si  une  fonction  est  synectique  à  l'intérieur  d'un  cercle,  elle 
pourra  être  développée  en  une  série  de  la  forme 


f{z)=^K[i"{z)]K 


Neumann  (C).  —  Sur  les  intégrales  elliptiques  et  hypereliiptiques. 
(20  p.  ;  ail.) 

GoFxDAN  (P.)-  —  ^^'-'^  ^^^  courbes  du  3''  oî^dre  avec  1  points  doubles. 
(2  p.  ^  ail.)  G.  D. 


MÉLANGES. 

ÉTIJDE  D'ra  COMPLEXE  DU  SECOND  ORDRE; 
Par  m.  PAINVIN. 

i .   Proposons-nous  la  question  suivante  : 

On  donne  un  ellipsoïde ^  étudier  la  position  des  droites  par  lesquelles 
on  peut  mener  à  cet  ellipsoïde  de^f  plans  tangents  rectangulaires . 
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Si  (D)  est  une  des  droites  par  laquelle  on  peut  mener  deux  plans 
tangents  rectangulaires,  un  troisième  plan  tangent,  perpendiculaire 
à  cette  droite,  la  rencontrera  en  un  point  situé  sur  la  sphère  (S), 
lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  l'ellipsoïde 
donné  ;  de  sorte  que,  si  S  est  le  point  de  rencontre  et  que  D  soit  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  l'ellipsoïde  donné 

sur  la  droite  (D),  on  aura  US  =  OD  -+-  DS  .  Mais  la  distance  DS 
est  visiblement  égale  à  la  distance  du  centre  O  au  plan  tangent  per- 
pendiculaire à  la  droite;  par  conséquent,  si  a,  (3,  y  sont  les  angles  de 
la  droite  (D)  avec  les  axes  Or,  Ot/,  Oz  de  l'ellipsoïde,  et  si 

x^       y'       z'' 
a-        h'        t'- 
est l'équation  de  cet  ellipsoïde,  on  a 

US  =û'-f-6'  +  c%     i)»  =  a^cos-a-i- 6'cos'j3-t- c'cos'y; 

par  suite,  en  désignant  par  ô  la  distance  du  centre  à  la  droite  (D),  on 
a  la  relation  caractéristique 

(1°)  ô=  =  a'+  6'-F  c'— (a'cos»a-4-6*cos'(3-4-  c'cos'y). 

Il  résulte  de  là  que  ^*  doit  être  inférieure  à  [a.-  -i-  h^  -f-  c')  ;  donc  : 

Théorème  I.  —  Les  droites  réelles,  satisfaisant  à  la  question,  doi- 
vent toutes  pénétrer  dans  V intérieur  de  la  sphère  (S),  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trirectangles  circonsa'its  à  Vellipsoïde  donné. 

2.  Si  maintenant  nous  représentons  la  droite  (D)  par  des  équations 
de  la  l'orme 

l   x  =  niz-hp, 

(2°)  ^    r  =  nz  -t-  q, 

I  \  nx — mr=  r, 

où 

;•=  np —  mq, 
on  a 

cosa_cos[5 cosy i  ., />' -f- g-'-i- r' 

iu    ^     H      ~      i     ~  ^„^'^f^._^  ^  ^  ni' -{- n- -h  i 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'égalité  (i''),   mise  d'abord  sous  la 

fliiU.  fies  Sciriicf!  miilhrin.  vt  uxtroii.,  t.  II.  (Décembre  i8-ji.)  2^ 
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forme 

d-={b-+  c'')cc)S'a  H-  (c' -f-a')  cos' (3 -f-  («'4-6^)  cos-y, 

il  vient 

(3")         /J'4-  ff-  -h  r'  =:  {b'  ->r c' )  m'  -+-  {  c''  -\-  a' )  n'  -h  {a-  -h  b^). 

L'assemblage  des  droites  (D)  constitue  un  complexe  défini  par 
l'équation  (3")  ;  ce  complexe  est  du  second  ordre;  je  me  propose  d'en 
indiquer  ici  les  propriétés. 

La  théorie  des  complexes  généraux  du  second  ordre,  -abordée  pour 
la  première  fois  par  Plûcker  [Neue  Géométrie)^  a  été  complétée  par 
MAL  Klein  et  Lie  [Mathematische  Annalen)\  voir  le  Bulletin  des 
sciences  mathématiques,  t.  II,  p.  72. 

L'étude  actuelle  a  pour  objet  un  complexe  particulier  du  second 
ordre-,  mais  il  importe  de  remarquer  que  ce  complexe,  qui  a  son 
point  de  départ  dans  une  définition  géométrique  bien  précise,  pré- 
sente les  rapports  les  plus  intimes  soit  avec  les  surfaces  homo focales, 
soit  avec  la  surface  des  ondes,  et  apporte  aux  propriétés  déjà  si 
nombreuses  de  ces  surfaces  vm  contingent  assez  considérable  de  pro- 
priétés nouvelles.  Dans  cette  recherche,  j'ai  principalement  en  vue 
la  situation  des  droites  réelles  du  complexe  5  c'est  là  ce  qui  spécialise 
et  caractérise  cette  nouvelle  étude.  J'ai  abordé  cette  question  de  plu- 
sieurs manières;  la  méthode  purement  analytique  se  trouve  dévelop- 
pée dans  un  Mémoire  qui  sera  inséré  dans  un  autre  recueil. 

3.  Si  a^o,  J/oi  ^0  '-'^  ^if  Vil  ^i  ^^"^  ^^^  coordonnées  de  deux  points 
de  la  droite  (D),  on  a 


\'' 


.r„  ",  —  z„  .r,  ToZ,  —  z^x,  .r„  y\  —  .z-,  r. 

— 7 :: — '     </=' — :; :; — '     ''~      ^  _  -  '    ' 


^    '                                              .r,  —  .r„  T'i 

m  =  5      /i  =  ' — 


si  Mo,  Vo,  W'o  ot  Wi,  î^i,  W'i  sont  les  coordonnées  de  deux  plans  passant 
parla  même  droite  (D),  on  a 

C'n  —  (',  II,  —  l(„  <t'o  —  «', 

1      r=: ; 


p= ,      q 


,      „  Vclli  —  i'.Uo  fo«,  —  (',«0 

(  I  bis) 

W  ■=■  1        II  =    
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Eu  égard  à  ces  valeurs,  l'équation  (3*^)  prend  l'une  ou  l'autre  des 
formes  suivantes  : 


2)    . 


;3) 


(  6'  +  C^  )  (  r„  (V,  —  C'i  Wo  )'  +  (  C^  4-  a'  )  (  M'o  M,  —  «',  Uo  Y 

+  (  a= -f- 6' )  (  Mo  t'i  —  Wi  t'o  )' =  (  i^,  —  Wj  )' +  (  t^i  —  f  0  f  +  (  "',  —  «'0  )  ' . 


4.  Lorsque,  dans  l'équation  (2),  on  regarde  Xi,  y,,  z^  comme  des 
coordonnées  variables  et  qu'on  supprime  les  indices,  on  a  l'équation 
suivante  : 

\       =ib^-hc']ix-x,y-h{c'--ha'){j-y,y-i-ia'-^-b'){z-z,y, 

laquelle  représente  un  cône  du  second  ordre,  lieu  des  droites  du 
complexe  passant  parle  point  fixe  P  (jto,  Vo)  ^0)5  nous  dirons  que 
c'est  un  cône  du  complexe,  et  nous  le  désignerons  par  (C). 

5.  Si,  dans  l'équation  (3),  on  regarde  u,  v,  w  comme  des  coordon- 
nées variables  et  qu'on  supprime  les  indices,  on  a  l'équation  sui- 
vante : 

(5)(ri  (  (^-'-^^'')(^»^-^««')'+(^'-^«')("»"'-"'«")' 

I         -h{a-'  +  b'){i^,u-u,i>y  =  {u-Uoy  +  {v-i^,y-\-{ci^~u',y, 

laquelle  représente  une  conique,  enveloppe  des  droites  du  complexe 
situées  dans  le  plan  H  (w^,  Vq,  Wq)  •,  nous  dirons  que  c'est  une  conique 
du  complexe,  et  nous  la  désignerons  par  (F). 

6.  Nous  ferons  de  suite  les  remarques  suivantes  : 

1°  Si,  d'un  point  P,  on  circonscrit  un  cône  à  l'ellipsoïde  donné, 
le  cône  (C)  du  complexe  sera  évidemment  le  lieu  des  droites  par  les- 
quelles on  peut  mener  des  plans  tangents  rectangulaires  au  cône  cir- 
conscrit ^  et,  lorsque 

Mx--h'^X'-hPz'  =  o 

est  l'équation  du  premier  cône  rapporté  à  ses  plans  principaux,  on 
sait  que  l'équation  du  second  est 

M(N-f-P)^^  +  N(PH-M).r^-f-P(M-i-N)2'  =  o. 

a4. 
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2"  Si  Pfl  est  un  des  points  pour  lesquels  le  cône  du  complexe  se 
réduit  à  deux  plans,  et  si  Ho  est  un  des  plans  du  système,  la  conique 
(F)  située  dans  le  plan  Do  se  réduira  à  deux  points,  dont  un  est  le 
point  Po  '-,  car  il  y  a  une  infinité  de  droites  du  complexe  situées  dans 
le  plan  Ho  et  passant  par  le  point  Pq. 

3"  Si  IIo  est  un  des  plans  pour  lesquels  la  conique  (F)  se  réduit  à 
deux  points,  et  que  Pq  soit  un  de  ces  points,  le  cône  du  complexe, 
ayant  îion  sommet  en  Pq,  se  réduira  à  un  système  de  deux  plans,  dont 
un  sera  le  plan  Hq. 

7.  Si,  d'un  point  P,  on  mène  le  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde,  le 
cône  (C)  du  complexe  aura  les  mêmes  plans  principaux  que  le  cône 
circonscrit  [6]  ;  on  sait  d'ailleurs  que  les  plans  principaux  de  ce  der- 
nier cône  sont  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces  homofocalcs  qui 
pa  sent  par  son  sommet-,  donc  : 

Théorème  II.  —  Les  droites  du  complexe,  passant,  par  un  même  point 
P,  forment  un  cône  (C)  du  second  ordre  ;  les  plans  principaux  du  ci'me 
(C)  sont  les  plans  tanyenls,  en  son  sommet,  aux  trois  surfaces  homofo- 
calcs de  V ellipsoïde  donné  qui  passent  par  ce  sommet. 

Le  centre  de  la  conique,  définie  par  l'équation  (5),  est  : 

u,u  +  v,v+  a'o(V—  {u\  +  v\  -+-(i'J)  =  o, 
ou 

•^  —  -Zi  —  £1  —  ^  . 

on  voit  que  ce  point  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  O  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  H  ;  donc  : 

Théorème  III.  —  Les  droites  du  complexe,  situées  dans  un  plan  17, 
enveloppent  une  conique  (F)  dont  le  centre  est  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  O  de  V ellipsoïde  sur  le  plan  II. 

8.  L'équation  (5)  de  la  conique  (F)  peut  s'écrire  : 

(         ■ —  ?,(?/„«+  ('ot'+  iVoW  )  [a- H  I/o -h  b-V^V-{-  C^iVU'o —  l)  1=  o. 

Cette  équation  nous  montre  que  : 

Théorème  IV.  —  La  conique  (F^  du  complexe.^  située  dan'i  un  plan 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  873 

17,  est  inscrite  dans  un  cône  ayant  pour  sommet  le  pôle  du  plan  17  par 
rapport  à  V  ellipsoïde  donné,  et  circonscrit  à  une  certaine  surface  home  fo- 
cale de  cet  ellipsoïde  ;  elle  est  également  inscrite  dans  tin  cylindre  perpen- 
diculaire au  plan  II,,  et  circonscrit  à  la  même  b\irface  homofocale  que 
le  cône  précédent. 

9.  Si  l'on  l'orme,  relativement  au  cône  défini  par  l'équation  (4), 
l'équation  en  s,  savoir 

s'—  (A  -i-  A'  +  A")5-'-f-  (A'A"—  B-^-f-  A"A  -  B'^-+- AA'  —  B'")5 

-t-  AB'  -f-  A'  B'^  4-  X"B"'—  kX'A"  -  2BB'  B  "  =  o , 

on  trouve  ici 

(7)  5'—  2So5-'-+(Sj—  Go)5+  (H„-f-  SaGo)  =  0, 

après  avoir  posé 

(8)  )  G  =  (6'  -f-  c- )  x'  +  ( c'  -4-  a' )  j'  +  (rt'  +  y-^ )  s=  —  ( 6' c'  -f-  chi'  -h  a' b-) , 
(  H:=  b^c^x'-^c-a'-f-^  a^b'z^—  a'b'c\ 

On  conclut  immédiatement  de  là  que  : 

Théorème  V.  —  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  cône  [C)  se  réduit 
à  un  système,  de  deux  plans  est  la  surface 

(9)  (A)  SG+H=o; 

/es  plana  tangents  à  cette  surface  sont  les  plans  II ^  pour  lesquels  la  coni- 
que (  F)  se  réduit  à  un  système  de  deux  points. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  du  théorème  analogue 
démontré  par  Plûcker  [Neue  Géométrie)  pour  les  complexes  géné- 
raux du  second  ordre. 

Ajoutons  de  suite  que  : 

Théorème  M.  —  Les  plans  auxquels  se  réduisent  les  cônes  du  com- 
plexe touchent  la  surface  A^  et  les  deux  points  auxquels  se  réduisent  les 
coniques  du  complexe  appartiennent  également  à  la  surface  îl  -,  les  réci- 
proques sont  vraies. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  de  la  remarque 
3"  [n°  6]  et  du  théorème  précédent. 
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10.  Si  l'on  pose 

A=6=H-c%     B=c^-ha\     C=a'-i-6', 

la  surface  A  pourra  être  représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  équa- 
tions 

(îo)  I        -[A(B-4-C)a:'+B(C  +  A)j'-f  C(A+B)2^] 

+  ABC==o    (équation  ponctuelle), 

>'+c'  +  w=)(BCM'+CAf'  +  ABw^) 
[il)  {        -[(B-hC)M^+(C  +  A)(^^+(A-f-B)cv^l    . 

+  i  =  o    (équation  langentielle). 

Ces  équations  mettent  en  évidence  les  propriétés  suivantes  : 

Théorème  VII.  —  La  surface  A  est  la  surface  des  ondes  relative- 
ment à  r ellipsoïde  directeur 

x^       r'       2' 

c'est-à-dire  qu'ow  l'obtient  en  portant,  d  partir  du  centre^  sur  la  per- 
pendiculaire à  chaque  section  centrale  des  distances  égales  aux  longueurs 
des  axes  de  l'ellipse  qu'elle  détermine. 

Cette  surface  passe  par  V intersection  (imaginaire)  de  l'ellipsoïde  pri- 
mitivement donné  avec  la  sphère  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectan- 
gles  circonscrits  ;  elle  est  aussi  inscrite  dans  la  développable  circonscrite 
à  ce  dernier  ellipsoïde  et  au  cercle  imaginaire  de  Vinfini. 

On  sait  que  la  surface  A  admet  i6  points  doubles  (4  réels,  8  ima- 
ginaires, 4  à  l'infini)  et  16  plans  tangents  doubles,  dont  4  réels-, 
cette  surface  se  compose  de  deux  nappes  distinctes,  renfermées  entre 
les  deux  surfaces 

or'-t- j^-t-  2'—  {a'-h  6^-t-  c=)=o, 
( 6'  -h  c=) X'  -f- (c'  4-  a')y^  -f- (  a^  +  6^ ) z^  —  (6' c'  -i-  c'a'  -F-  rt'  6')  =  o  ; 

ces  deux  nappes  se  raccordent  aux  4  points  doubles  coniques  réels. 

Nous  appellerons  nappe  inférieure  celle  qui  est  la  plus  rappro- 
chée du  centre  de  l'ellipsoïde. 

1 1 .  Considérons  un  point  a  réel  de  la  nappe  supérieure  de  A  ; 
le  cône  du  complexe,  ^yant  son  sommet  en  a,  se  réduit  à  deux  plans, 


) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  3y5 

soit  Ilo  l'un  d'eux;  la  conique  Fo,  située  dans  le  plan  Ilo,  se  compo- 
sera de  deux  points,  a  et  a',  et  les  deux  points  a  et  a!  appartiendront 
à  la  surface  A.  Or  les  deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  du  com- 
plexe doivent  toucher  la  surface  A;  l'un  d'eux,  au  moins,  touchera 
la  nappe  inférieure,  il  sera  donc  réel;  il  en  sera,  par  conséquent,  de 
même  de  l'autre,  puisque  l'équation  qui  les  donne  est  à  coefficients 
réels.  La  conique  (a,  a')  correspondante  est  alors  réelle,  car  un  de 
ses  points,  a,  est  réel  ;  par  suite,  le  plan  auquel  elle  correspond  doit 
toujours  toucher  la  nappe  inférieure  de  A. 

Si  le  point  réel  a  est  sur  la  nappe  inférieure  de  A,  le  cône  du  com- 
plexe, ayant  son  sommet  en  a,  se  réduit  encore  à  deux  plans  ;  un  de 
ces  plans,  au  moins,  devra  toucher  la  nappe  supérieure;  il  sera  donc 
imaginaire,  et  l'autre  le  sera  également,  puisque  l'équation  qui  les 
donne  est  à  coefficients  réels.  La  conique  correspondante  à  l'un 
quelconque  de  ces  plans  se  composera  d'un  point  réel  et  d'un  point 
imaginaire. 

Ainsi  : 

Théorème  VIIL  —  Les  points  de  la  isappii;  sipriiieluf.  de  A  so7it 
ceux  pour  lesquels  le  cône  ^C)  se  réduit  à  deux  plans  réels;  ces  deux 
plans  touchent  la  nappe  inférieure.  Les  plans  tangents  réels  à  la  nappe 
supérieure  sont  ceux  pour  lesquels  la  conique  (F)  se  réduit  à  deux  points 
imaginaires . 

Les  points  de  la  ^appe  i^féuiehie  sont  ceux  pour  lesquels  le  cône  (C) 
se  réduit  à  deux  plans  imaginaires  j  ces  deux  plans  touchent  imaginai- 
rementj  la  nappe  supérieure.  Les  plans  tangents  réels  à  la  nappe  infé- 
rieure sont  ceux  pour  lesquels  la  conique  (F)  se  réduit  à  deux  points 
récls^  ces  points  appartiennent  à  la  nappe  supérieure. 

12.  Soit  un  point  a  de  la  nappe  supérieure  de  A,  et  ITo  un  des 
plans  du  système  correspondant;  le  plan  Dq  touche  la  nappe  infé- 
rieure, soit  C  le  point  de  contact;  il  coupe,  en  outre,  la  nappe  supé- 
rieure suivant  une  courbe  Ji.  Le  cône  du  complexe,  ayant  son  sommet 
en  C,  se  réduit  à  deux  plans  imaginaires,  dont  les  intersections  par 
le  plan  Ilo  sont  des  droites  de  complexe  qui  doivent  passer  par  le 
point  C,  et  respectivement  par  les  points  réels  a  et  a'  de  la  conique 
correspondante  au  plan  Ho  ;  ces  deux  droites  seraient  donc  réelles, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  l'intersection  des  deux  plans 
imaginaires  ne  coïncide  avec  la  droite  aa' . 
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Si  maintenant  on  imagine  le  sommet  du  cône  se  déplaçant  sur  la 
courbe  ^j,  le  cône  se  réduit  à  deux  plans  réels,  dont  les  intersections 
par  le  plan  TLq  passent  par  les  points  a  et  a';  lorsque  le  sommet  P  se 
rapproche  du  point  a,  par  exemple,  la  droite  Pa  devient  tangente  en 
a  à  la  courbe  ^i,  et  elle  est,  en  outre,  l'intersection  des  deux  plans 
du  complexe  correspondant  au  point  a,  puisque  l'un  d'eux  est  le 
plan  IIo. 

Donc  : 

Théokème  IX.  —  Lorsque  le  sommet  du  cône  du  complexe  est  en  un 
point  de  la  surface  A,  ce  cône  se  réduit  à  deux  plans  dont  la  droite  d'in- 
tersection touche  la  surface  A  au  point  considéré j  cette  droite  est,  en 
outre,  normale  à  l  Une  des  surfaces  homofocales  qui  passent  par  ce  point. 

Cette  seconde  partie  de  la  proposition  est  une  conséquence  évi- 
dente de  la  remarque  i°  [n°  6]  ^  car  si  le  cône  du  complexe  se  réduit 
à  deux  plans,  ces  deux  plans  passent  visiblement  par  un  des  axes  du 
cône  circonscrit. 

Nous  pouvons  encore  énoncer  la  proposition  suivante,  qui  résulte 
des  considérations  précédentes  et  du  théorème  III  : 

Théorème  X.  —  Lorsqu'un  plan  est  tangent  à  la  surface  A,  laconi- 
que (F)  se  réduit  à  deux  points  a,  a',  situés  sur  la  surface  A;,  la  droite 
qui  les  joint  est  fanrjente  à  une  des  nappes  de  la  surface,  et  normale  à 
une  des  sur  faces  homofocales  qui  passent  par  le  point  de  contact;  elle  est, 
en  outre,  l'intersection  des  deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  du 
complexe  ayant  son  sotnmet  au  point  de  contact.  Le  lieu  des  milieux  des 
seqmenis  au!  est  la  podaire  du  centre  de  lellipvSide  relativement  à  la  sur- 
face A. 

13.  Nous  préciserons  encore  mieux  la  position  des  droites  réelles 
du  complexe  par  les  propositions  qui  suivent  : 

Théorème  XI.  —  Les  droites  réelles  du  complexe  passent  toutes  entre 
les  deux  nappes  de  la  surface  A,  sans  jamais  pénétrer  dans  l'intérieur 
de  la  nappe  inférieure^  les  positions  limites  de  ces  droites  sont  tangentes 
aux  nappes  de  A. 

En  elï'et,  une  droite  réelle  (D)  ne  peut  pas  pénétrer  dans  la  nappe 
intérieure;  car  si  cela  pouvait  arriver,  elle  rencontrerait  cette  nappe 
en  un  certain  point  1;  pour  ce  point  I  le  cône  (C)  du  conq)le\e  se 
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réduit  à  deux  plans  imaginaires  dont  l'arête  touche  A  en  I  ;  mais  la 
droite  ;^D),  qui  passe  par  le  point  I,  doit  alors  appartenir  à  ce  système 
de  deux  plans  ^  et,  comme  elle  est  réelle,  elle  ne  peut  que  coïncider 
avec  leur  arête;  l'hypothèse  faite  est  donc  inadmissible. 

Supposons  maintenant  la  droite  (D)  réelle  et  extérieure  à  la  sur- 
face A  -,  menons  aloi^s  un  plan  par  cette  droite  et  le  centre  O  de  l 'el- 
lipsoïde 5  ce  plan  coupera  la  nappe  extérieure  de  A  suivant  une  cer- 
taine courbe  o'  ;  les  cônes  du  complexe  dont  les  sommets  sont  sur  §' 
se  décomposent  en  des  plans  réels,  dont  les  intersections  par  le  plan 
considéré  seront  autant  de  droites  réelles  du  complexe  situées  dans 
ce  plan.  La  conique  (F)  correspondant  à  ce  plan  est  donc  réelle,  et 
son  centre  est  le  point  O  [n"  7].  Or  cette  conique  ne  peut  pas  être 
une  hyperbole,  car  on  pourrait  alors  lui  mener  des  tangentes  des 
points  situés  dans  le  voisinage  du  point,  et  il  y  aurait  ainsi  des  droites 
réelles  du  complexe  pénétrant  dans  l'intérieur  de  la  2*^  nappe  de  A', 
ce  qui  est  contraire  à  la  première  partie  de  la  proposition.  Cette  co- 
nique, qui  est  une  ellipse,  doit  toucher  la  droite  (D) -,  or,  si  cette 
droite  (D)  est  extérieure  à  la  surface  A,  et,  par  suite,  à  la  courbe  ^', 
l'ellipse  interceptera  sur  cette  courbe  d'  une  certaine  portion  d'arc: 
mais  les  divers  points  de  cet  arc  donnent  lieu  h  des  droites  réelles, 
issues  de  ces  points,  qui  devraient  toucher  l'ellipse  ;  ce  qui  est  im- 
possible. Jl  résulte  de  là  que  la  droite  (D)  ne  peut  être  supposée  exté- 
iieure  à  la  surlàce  A, 

jM.  Darboux,  en  appelant  mon  attention  sur  le  lieu  géométrique 
énoncé  au  commencement,  m'avait  signalé  la  propriété  dont  je  viens 
de  donner  la  démonstration. 

Théorème  XII.  —  Lorsque  le  plan  O  al  ertérieurà  ta  surface  A,  la 
conique  F  correspondante  estime  ellipse  imaginaire-,  quand  il  passe 
entre  les  deux  nappes  de  A,  la  conique  est  une  hyperbole;  enfin,  quand  il 
pénètre  dans  la  nappe  intérieure,  la  conique  e^t  une  ellipse  réelle. 

Lorsque  le  plan  H  est  extérieur  à  A,  il  n'y  a,  dans  ce  plan,  aucune 
droite  réelle  du  complexe,  puisque  ces  droites  doivent  passer  entre 
les  deux  nappes  de  A;  donc  la  conique  (F)  est  une  ellipse  imagi- 
naire. . 

Si  le  plan  II  pénètre  dans  la  nappe  inférieure  de  A,  il  coupe  les 
deux  nappes  suivant  les  courbes  d  et  8'o  respectivement,  la  première 
de  ces  courbes  enveloppant  la  seconde.  La  conicjue  F  est  alors  une 


378  BULLETIN  DES  SCIENCES 

ellipse  réelle  renfermée  entre  les  deux  courbes  ô'  et  ^o-  En  elVet,  la 
conique  T  ne  peut  pas  être  une  hyperbole  5  car  si  cette  hyperbole  ne 
renferme  pas  intérieurement  la  courbe  ^07  on  pourrait  lui  mener  des 
tangentes  des  points  situés  dans  l'intérieur  de  ^o^  il  y  aurait  donc  des 
droites  réelles  du  complexe  pénétrant  élans  la  nappe  inférieure  de  A; 
si  cette  hyperbole  renferme  intérieurement  la  courbe  (J05  elle  inter- 
ceptera sur  la  courbe  ^1  une  portion  d'arc,  des  points  de  laquelle  on 
ne  pourrait  pas  lui  mener  de  tangentes,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu. 
La  conique  est  donc  une  ellipse  ^  et  l'on  voit,  en  raisonnant  sembla- 
blement,  que  cette  ellipse  est  réelle,  et  comprise  entre  les  courbes 
^1  et  ^0- 

On  conclut  de  là  que,  si  le  plan  H  vient  passer  entre  les  deux  nap- 
pes de  A,  la  conique  T  est  une  hyperbole,  et  cette  hyperbole  doit  être 
extérieure  à  la  section  de  la  nappe  supérieure  par  le  plan  II  (  théo- 
rème VIII). 

14.  Théorème  XIII.  —  Lorsque  le  sommet  du  cône  est  à  V infini  sur 
une  direction  [a,  (3,  y),  le  cône  se  réduit  à  un  cylindre  de  révolution, 
dont  le  cercle  directeur  est  V intersection,  arec  la  sphère  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  l'ellipsoïde  donné,  du  plan  tangent 
à  cet  ellipsoïde  mené  perpendiculairement  à  la  direction  choisie. 

Lorsque  le  plan  II  passe  par  le  centre  de  F  ellipsoïde,  la  conique  (F) 
correspondante  est  une  ellipse  réelle  ayant  pour  centre  celui  de  f  ellip- 
soïde. 

En  eifet,  le  sommet  P  du  cône  étant  à  l'infini  sur  une  direction 
(a,  j3,  y),  imaginons  le  cylindre  circonscrit  parallèle  à  cette  direction  j 
le  cône  du  complexe  est  alors  le  lieu  des  droites  par  lesquelles  on  peut 
mener  des  plans  tangents  rectangulaires  à  ce  cylindre;  or,  si  l'on 
considère  la  section  droite  passant,  par  exemple,  par  le  centre  O  de 
l'ellipsoïde,  la  trace  du  cylindre  du  complexe  sera  le  cercle  lieu  des 
angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse  section  du  cylindre  circonscrit 
par  le  même  plan;  quant  au  rayon  du  cercle,  il  est  donné  par  la  for- 
mule (1°)  [n°  I];  donc,  etc. 

La  seconde  partie  de  la  proposition  énoncée  résidte  du  théo- 
rème III. 

15.  Les  sections  de  la  surface  A  par  les  plans  principaux  de  Tel- 
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lipsoïdc  sont  :         ' 


x  =  o,  l  r=o,  z=o, 

(i2)     \y-  +  z-=ki         <a7'  +  2'=B,         <x--\-x-=C. 

Br'+Cz'=:BC,  (  \x'-\-Cz'  =  kC,  (  A^'+Bj'nrAB. 

Théorème  XIV.  —  Lomque  le  sommet  du  cône  est  à  V infini  sur  un 
des  axes  principaux  de  V ellipsoïde  donné,  le  cône  du  complexe  se  réduit 
à  un  cylindre  ayant  pour  trace  le  cercle  de  la  surface  A  situé  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  considéré. 

Lorsque  le  plan  TI  se  confond  avec  un  des  plans  principaux  de  V ellip- 
soïde donné.,  la  conique  (F)  coïncide  avec  V  ellipse  de  la  sur  face  £^  située 
dans  le  plan  principal  considéré. 

La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  du  théorème  XIII. 

Quant  à  la  seconde  partie,  remarquons  qu'un  point  du  cercle  de 
A,  situé  dans  le  plan  principal  considéré,  donne  lieu  à  un  système  de 
deux  plans  perpendiculaires  à  ce  plan  principal  \  ceci  résulte  de  la 
première  partie  du  théorème.  Un  point  de  l'ellipse  de  A,  située  dans 
le  môme  plan  principal,  donnera  lieu  à  un  système  de  deux  plans 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan  principal,  et  inclinés  sur  ce  plan, 
puisque  le  point  n'appartient  pas  à  la  trace  du  cylindre^  l'arête  de 
ces  deux  plans  sera  donc  située  dans  le  plan  principal;  et,  comme 
elle  doit  toucher  la  surface  A,  ce  sera  une  tangente  à  l'ellipse  de  A  \ 
donc  cette  ellipse  est  précisément  la  conique  (F). 

16.  Les  points  doubles  de  la  surface  A,  situés  à  distance  finie, 
sont  dans  les  plans  principaux  de  la  surface,  et  se  trouvent  à  l'inter- 
section de  l'ellipse  et  du  cercle  situés  dans  le  plan  principal  consi- 
déré. 

Si  l'on  suppose  a  ^  6  ^  c,  les  points  doubles  réels  sont  situés  dans 
le  plan  principal  zOx  perpendiculaire  à  l'axe  moyen,  et  sont  les  in- 
tersections des  deux  courbes 

(i3)    (Co)  a;'-+-2'=B  (cercle),     Ax^ -h  Cz^=  AC  (ellipse).  (Eo) 

Par  ces  points  passe  l'hyperbole  focale  de  l'ellipsoïde  donné,  la- 
quelle hyperbole  y  coupe  orthogonalement  l'ellipse. 

Théorîîme  XV.  — Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  cônes  du  com- 
plexe sont  des  cônes  réels  de  révolution  est  l'hyperbole  focale  de  l'ellip- 


38o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

roïde  donné-,  Vaxe  du  cône  ei^l  la  tangente  à  Vliyperhole  focale  au  point 
où  se  trouve  le  sommet'  les  génératrices^  situées  dan'i  le  plan  zO.r,  sont 
tangentes  à  l'ellipse  de  la  surface  A  qui  se  trouve  dans  le  même  plan.  Le 
cône  devient  imaginaire  quand  le  sommet  pénètre  dans  l'intérieur  de  cette 
ellipse. 

Eu  eiret,  si  P  est  le  sonimct  d'un  des  cônes  de  révolution,  le  cône 
circonscrit  correspondant  sera  également  de  révolution-,  cela  résulte 
de  la  remarque  i°  [n°6];  mais  les  sommets  de  ces  derniers  cônes 
sont  sur  les  focales  de  l'ellipsoïde  donné;  il  en  est  donc  de  même 
pour  les  cônes  de  révolution  du  complexe.  D'après  la  nature  et  la 
position  de  ces  focales,  et  le  théorème  XI,  on  conclut  que  l'hyper- 
bole focale  convient  seule  aux  cônes  de  l'évolution  réels.  Si  l'on  con- 
sidère un  de  ces  cônes,  les  génératrices  situées  dans  la  section  princi- 
pale ^Oa:  devront  toucher  l'ellipse  (Eq),  (théor.  VIII)  ;  et  comme  cette 
ellipse  esthomofocale  avec  l'hyperbole  focale,  la  bissectrice  de  l'angle 
de  ces  deux  génératrices,  c'est-à-dire  l'axe  du  cône,  sera  tangente  à 
l'hyperbole  focale  au  sommet  du  cône. 

17.  Théorème  XVI.  —  Les  plans  réels  TI,  pour  lesquels  les  coniques 
(F)  du  complexe  sont  des  cercles,  sont  des  plans  perpendiculaires  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  fonde,  et  les  cent/ es  des  cercles  sont  sur  ces 
asymptotes.  Les  cercles  cessent  d'être  réels,  lorsque  la  trace  du  plan  II  se 
trouve  au  delà  de  la  tangente  commune  au  cercle  et  à  l'ellipse  situés  dans 
le  plan  zOx.  Lorsque  le  cercle  est  réel,  son  diamètre  est  la  portion  de  la 
trace  du  plan  II  interceptée  par  le  cercle  de  la  surface  A. 

En  effet,  la  conique  (F)  est  la  trace  sur  le  plan  auquel  elle  appar- 
tient d'un  cylindre  perpendiculaire  à  ce  plan  et  circonscrit  à  une 
certaine  surface  homofocale  de  l'ellipsoïde  donné  (tliéor.  IV)  5  or,  si 
la  conique  (F)  est  un  cercle,  le  cylindre  sera  de  révolution  et,  par 
suite,  son  sommet  se  trouvera  à  l'infini  sur  la  focale  de  la  surface 
homofocale  en  cpiestion  ;  mais  cette  dernière  a  les  mêmes  focales  que 
l'ellipsoïde  donné;  donc,  etc.  Le  reste  de  la  proposition  résulte  du 
théorème  III  et  de  cette  remarque,  que,  pour  les  points  où  la  trace 
du  plan  n  rencontre  le  cercle  (Cq),  le  cône  du  complexe  se  réduit  à 
deux  plans  perpendiculaires  à  zO  x^  et  que  l'arête  de  ces  deux  plans 
doit  toucher  la  conique  F  (ou  cercle)  située  dans  le  plan  H. 

18.   Si  l'on  considère  un  point  ([uelconque  a  de  la  nappe  supé- 
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ricure  de  A,  et  le  système  de  plans  du  complexe  correspondant  à  ce 
point,  les  deux  plans  touclieront  la  nappe  inférieure  de  A-,  or  ces 
deux  plans  resteront  toujours  distincts,  tant  que  le  point  a  n'appar- 
tiendra pas  en  naème  temps  à  la  nappe  inférieure^  par  conséquent 
les  points  doubles  de  la  surface  A  seront  les  seuls  pour  lesquels  le 
cône  du  complexe  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents. 

Si  l'on  imagine  un  plan  quelconque  TIq  tangent  à  la  nappe  inférieure 
de  A,  la  conique  (Fq)  se  réduit  à  un  système  de  deux  points,  qui 
sont  les  interjections  avec  la  nappe  supérieure  de  la  droite  joignant 
le  point  de  contact  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  TIq  ;  les  deux  points  qui  constituent  la  co- 
nique (F)  seront  donc  toujours  distincts,  tant  que  le  plan  IIq  n'arri- 
vera pas  à  toucher  la  nappe  supérieure;  par  conséquent,  les  seuls 
plans  pour  lesquels  la  conique  (F)  se  réduit  à  deux  points  coïnci- 
dents sont  les  plans  tangents  doubles  de  la  surlace  A. 

Ceci  établi,  qu'on  suppose  tracés  l'ellipse  (Eo)  et  le  cercle  (Cq) 
appartenant  à  la  surface  A  et  situés  dans  le  plan  zOx,  et  qu'on  ait 
égard  aux  théorèmes  \  I,  \  III,  IX,  on  se  rendra  compte  immédiate- 
ment de  l'exactitude  des  propositions  suivantes  : 

Théorème  X\  II.  —  Les  points  pour  lesquels  les  cônes  uéels  du  com- 
plexe se  réduisent  à  deux  plans  coïncidents  sont  les  quatre  points  dou- 
bles réels  de  la  surface  A,  points  doubles  coniques  qui  sont  les  intersec- 
tions du  cercle  (C^)  et  de  l'ellipse  (Eo)  appartenant  à  A,  et  situés  dans  le 
plan  zOx  de  Vhyperbole  focale  de  V ellipsoïde  donné. 

Si  l'on  considère  un  de  ces  points,  J)  par  exemple,  le  plan  lïj  du  com- 
plexe est  perpendiculaire  au  plan  zOxet  touche  en  I)  V  ellipse  (Eq  \-  toutes 
les  droites  du  complexe,  qui  passent  par  î),  sont  situées  dans  le  plan  II,;. 
La  conique  (Fj)  du  complexe,  située  dans  le  plan  Ilj,  se  réduit  à  deux 
points,  dont  un  est  le  point  D,  et  Vautre  est  le  point  D',  intersection  du 
cercle  Ç^  avec  la  tangente  en  Y),  à  V ellipse  E,,.  Le  cône  du  complexe,  dont 
le  sommet  est  en  D',  se  réduit  à  deux  plans  réels,  perpendiculaires  à  zOx, 
dont  les  tracss  sont  les  tangentes  menées  du  point  D'  à  l'ellipse  Eq. 

Théorème  XVIII.  —  Les  plans  pour  lesquels  la  conique  du  complexe 
se  réduit  à  deux  points  coïncidents  sont  les  quatre  plans  doubles  réels 
de  la  surface  A:  ces  plans  doubles,  curii-tangents,  sont  perpendiculaires 
au  plan  zOx,,  et  leurs  traces  sont  les  tangentes  communes  au  cercle  (Co) 
et  à  l'ellipse  (Eo). 
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Si  l'on  considère  une  de  ces  tangentes^  r  par  exemple^  le  plan  U^, 
perpendiculaire  à  zOx,  ayant  r  pour  trace  et  touchant  le  cercle  (Cq)  en 
tto,  aura  sa  conique  (T)  réduite  à  deux  points  confondus  en  «o.  Toutes 
les  droites  du  complexe^  situées  dans  le  plan  IIj,  passent  par  le  point  a^; 
et,  par  suite^  les  cônes  du  complexe  dont  le  sommet  est  sur  Ils  sont  tous 
touchés  par  ce  plan  suivant  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  point  «o- 
Lorsque  le  sommet  du  cône  se  trouve  en  un  des  points  où  la  droite  r  tou- 
che l 'ellipse  ou  le  cercle,  le  cône  se  réduit  à  deux  plans  réels  perpendicu- 
laires à  zOxj  une  des  traces  est  la  tangente  commune,  Vautre  est  la  tan- 
gente à  Vellipse  ou  au  cercle^  suivant  que  le  point  considéré  est  sur  le 
cercle  ou  sur  l'ellipse. 

19.  Les  propriétés  caractéristiques  que  nous  venons  de  signaler 
permettent  de  se  faire  une  idée  fort  nette  de  la  situation  des  droites 
réelles  du  complexe.  Pour  cela,  on  imaginera  un  plan  II  dans  une 
situation  déterminée,  puis  on  supposera  le  sommet  P  du  cône  du 
complexe  se  déplaçant  dans  ce  plan. 

Il  sera  bon,  dans  cette  discussion,  d'avoir  égard  à  la  propriété 
suivante  : 

«  La  conique  (F),  correspondant  à  un  plan  II,  touche  en  quatre 
»  points  (réels  ou  imaginaires)  la  section  de  la  surface  A  par  ce 
))  plan.  Un  cône  (G),  ayant  son  sommet  en  un  point  quelconque,  a 
»  quatre  de  ses  génératrices  (réelles  ou  imaginaires)  touchant  la 
»  surface  A.  » 

20.  Cette  recherche  n'est,  pour  ainsi  dire,  qu'une  Introduction  à 
l'étude  des  complexes  particuliers  du  second  ordre  dérivant  de  la  défi- 
nition géométrique  donnée  au  commencement  de  cet  article.  Il  reste 
encore  de  nombreuses  questions  à  aborder,  sur  lesquelles  je  revien- 
drai. Ainsi,  on  a  à  étudier  la  congruence  formée  par  les  arêtes  des  sys- 
tèmes de  plans  du  complexe;  les  propriétés  des  pôles  et  des  polaires 
relativement  à  ce  complexe,  etc.  ;  on  a  aussi  à  chercher  quelles  sont 
les  propriétés  essentielles  qui  caractérisent  ce  complexe  particulier 
et  le  didérentient  des  complexes  généraux  du  second  ordre,  etc;  on 
pourrait  encore  se  proposer  l'application  de  cette  même  définition 
géométrique  au  cas  des  hyperboloïdes  et  des  paraboloïdes,  en  ayant 
toujours  en  vue  la  situation  des  droites  réelles  du  complexe  corres- 
pondant, etc. 
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